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Ãåîìåòðèjà jå îáëàñò êîjà ìå jå ïðèâóêëà jîø ó ñðåä»îj øêîëè. Íà÷èí
ðåçîíîâà»à, äèjàãðàìè êîjè jå ïðàòå è èçâî¢å»å äîêàçà ó »îj óâåê ñó ìè
ïðèâëà÷èëè ïàæ»ó. Íàêîí »å äóãî íèñàì íàèëàçèëà íà îáëàñò êîjà ìå jå
jåäíàêî çàíèìàëà, ñâå äîê íèñàì ïî÷åëà äà ñëóøàì ïðåäìåò Ìàòåìàòè÷êà
ëîãèêà ó ðà÷óíàðñòâó êîä ïðîôåñîðà Ïðåäðàãà Jàíè÷è£à. Ìàòåìàòè÷êà ëîãèêà
è jà ñìî ñå îäìàõ íåêàêî íàøëè jåð ñìî îáîjå ïðåâèøå äåòà§íè è òåøêè çà
ðàçóìåâà»å. Êàäà ñàì, ïîñëå çàâðøåíèõ ìàãèñòàðñêèõ ñòóäèjà, ïî÷åëà äà
ñàðà¢ójåì ïîíîâî ñà ïðîôåñîðîì Ïðåäðàãîì Jàíè÷è£åì, ìîj åíòóçèjàçàì çà
íàóêó jå çíàòíî ïîðàñòàî êàäà ñàì îòêðèëà äà ñå îí óïðàâî áàâè ñïîjåì ìîjå
äâå îìè§åíå îáëàñòè. Îä òàäà ìè jå ïðîôåñîð áèî èäåàëàí âîäè÷ ó ìîì ïóòó
êà îñâàjà»ó ãåîìåòðèjå è ðàçíèõ àêñèîìàòñêèõ ñèñòåìà êîjè jå îïèñójó. Ìîjó
çàõâàëíîñò ïîñåáíî äóãójåì »åìó, íàðî÷èòî ó ïîñëåä»èì ìåñåöèìà èçðàäå îâå
òåçå. Äåëîâàëî jå äà »åãîâî ñòðï§å»å è ïîìî£ êîjó ìè jå ïðóæàî íåêàä íèñó
èìàëè ãðàíèöå. Óïóòèëà áèõ ñâîjó çàõâàëíîñò è Ôèëèïó Ìàðè£ó êîjè jå ó òîêó
ìîjèõ äîêòîðñêèõ ñòóäèjà ìåíè áèî êàî äðóãè ìåíòîð. Áåç »åãîâå ïîìî£è ìíîãè
àëàòè è ðàäîâè êîjè ñó îïèñàíè ó îâîj òåçè íå áè ìîãëè äà áóäó ðàçâèjåíè íà èñòè
íà÷èí. Òàêî¢å èçðàçèòó çàõâàëíîñò áèõ óïóòèëà è ÷ëàíîâèìà êîìèñèjå, ïîñåáíî
ïðîôåñîðêè Ìèðjàíè Áîðèñàâ§åâè£ êîjà jå íåñåáè÷íî óëàãàëà ñâîjå âðåìå ó òî
äà ìîjà òåçà ïîñòàíå jîø ïðåöèçíèjà, jàñíèjà è áî§å íàïèñàíà.
Ïðèëèêîì ïèñà»à îâå òåçå ñðåëà ñàì ñå ñà ìíîãî âèøå èçàçîâà íåãî øòî
ñàì ìèñëèëà äà jå ôèçè÷êè ìîãó£å ïîäíåòè. Çàõâà§ójó£è ìîjîj ïîðîäèöè,
ïðâåíñòâåíî ìîì ñóïðóãó Æå§êó è íàøîj äåâîj÷èöè Âà»è, êîjè ñó âåðîâàëè
ó ìåíå ó ñâàêîì òðåíóòêó è áèëè ìîjà íåèçìåðíà ïîäðøêà, íàøëà ñàì ñíàãó äà
ñâå òî óñïåøíî ñàâëàäàì. èìà îâó òåçó ïîñåáíî ïîñâå£ójåì.
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Ðàçâîj ãåîìåòðèjå êðîç âåêîâå ïîêðåíóî jå íåêîëèêî ðåâîëóöèjà ó
ìàòåìàòèöè. Ãåîìåòðèjà jå óâåê èìàëà âåîìà áèòíó óëîãó è ó ìàòåìàòè÷êîì
îáðàçîâà»ó çáîã íà÷èíà ðåçîíîâà»à êîjå çàõòåâà. Èç îâèõ ðàçëîãà, ãåîìåòðèjà
äåöåíèjàìà ïðåäñòàâ§à èçàçîâàí äîìåí çà ïî§å ðà÷óíàðñêîã äîêàçèâà»à
òåîðåìà, ïðè ÷åìó jå íàjâèøå ïàæ»å ïîñâå£åíî åóêëèäñêîj ãåîìåòðèjè.
Jîø ïîëîâèíîì äâàäåñåòîã âåêà (a è ðàíèjå) jàâ§à ñå èäåjà êðåèðà»à
ðà÷óíàðñêèõ ñèñòåìà êîjè áè ñå ìîãëè êîðèñòèòè ïðèëèêîì ðåøàâà»à
ñâàêîäíåâíèõ ìàòåìàòè÷êèõ ïðîáëåìà. Ïðâè ïðèñòóïè àóòîìàòñêîì
äîêàçèâà»ó òåîðåìà èç îáëàñòè ãåîìåòðèjå ñå jàâ§àjó 1950-èõ àëè ïðàâè óñïåõ
jàâ§à ñå òåê ïîñëåä»èõ ãîäèíà äâàäåñåòîã âåêà. Ïîðåä ïðîãðàìà çà àóòîìàò-
ñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà, êðàjåì 1960-òèõ ãîäèíà jàâ§àjó ñå è ïðâè ïðîãðàìè
çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà. Îñíîâíà êîðèñò îâèõ ïðîãðàìà jå ó ïðî-
âåðàâà»ó èñïðàâíîñòè äîêàçà êðåèðàíèõ îä ñòðàíå ÷îâåêà, àëè è (ó ñëó÷àjó
àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà) ó ãåíåðèñà»ó äîêàçà òåõíè÷êèõ, àëè èïàê
íåòðèâèjàëíèõ, ëåìà è òåîðåìà êîjå ñå êîðèñòå ïðèëèêîì ðàçâîjà âåëèêèõ
ìàòåìàòè÷êèõ òåîðèjà.
Ó ïîñëåä»èõ íåêîëèêî äåöåíèjà, âåëèêè íàïðåäàê jå íàïðàâ§åí ó ïî§ó
èíòåðàêòèâíîã è àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à òåîðåìà è äàíàñ ñå òàêâè ïðîãðàìè
êîðèñòå ó ìíîãèì ïî§èìà ìàòåìàòèêå è ðà÷óíàðñòâà. Èïàê, óïðêîñ âåëèêîì
ïðîãðåñó ó ðàçâîjó ïðîãðàìà çà ðà÷óíàðñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà, ìàòåìàòè÷àðè
èõ è äà§å íå êîðèñòå ó ñâàêîäíåâíîj ïðàêñè. Äà§è ðàçâîj äîêàçèâà÷à
òåîðåìà ìîòèâèñàí jå ó âåëèêîj ìåðè æå§îì äà ñå îíè ïðèáëèæå ïîòðåáàìà
è î÷åêèâà»èìà ìàòåìàòè÷àðà êîjè áè èõ êîðèñòèëè êàî ñðåäñòâî ó ñâîì
ñâàêîäíåâíîì ðàäó.
Äåî ëîãèêå ïðâîã ðåäà ïîãîäàí çà çàïèñèâà»å ñòàíäàðäíèõ ìàòåìàòè÷êèõ òå-
îðèjà (ïîñåáíî ãåîìåòðèjå) jå êîõåðåíòíà ëîãèêà. Êîõåðåíòíà ëîãèêà îáåçáå¢ójå
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ðåëàòèâíî ëàêî êðåèðà»å ïðèðîäíèõ, èíòóèòèâíèõ è ÷èò§èâèõ äîêàçà (ó ñòèëó
ïðèðîäíå äåäóêöèjå è óëàí÷àâà»à óíàïðåä). Êîõåðåíòíà ëîãèêà ñå ìîæå ðàçìà-
òðàòè è êàî ïðîøèðå»å ðåçîëóöèjñêå ëîãèêå, àëè çà ðàçëèêó îä äîêàçèâà»à ó
ðåçîëóöèjñêîj ëîãèöè, òâð¢å»å êîjå ñå äîêàçójå ñå íå òðàíñôîðìèøå è äîêàçójå
ñå äèðåêòíî (ïîáèjà»å, Ñêîëåìèçàöèjà è òðàíôîðìèñà»å ó êëàóçàëíó ôîðìó
ñå íå êîðèñòå). Äîêàçè ó îêâèðó êîõåðåíòíå ëîãèêå ñå ëàêî ìîãó ïðåâåñòè
ó jåçèêå ðàçëè÷èòèõ èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà è ó ïðèðîäíè jåçèê
òàêî äà ñó ïîãîäíè çà ïðîöåñ ôîðìàëèçàöèjå ãåîìåòðèjå. Ó îêâèðó îâå òåçå
êðåèðàí jå àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷ òåîðåìà çà êîõåðåíòíó ëîãèêó ArgoCLP
(êðåèðàí ó ñàðàä»è ñà Âåñíîì Ìàðèíêîâè£, ðî¢åíîì Ïàâëîâè£, è Ïðåäðàãîì
Jàíè÷è£åì). Ïîðåä òîãà ðàçâèjåí jå è ïðèêàçàí äèjàëåêò çà êîõåðåíòíó ëîãèêó
è ðåïðåçåíòàöèjà äîêàçà êîjà ãà îïèñójå. Äèjàëåêò çà êîõåðåíòíó ëîãèêó jå
çàñíîâàí íà ïðèðîäíîj äåäóêöèjè. Ðåïðåçåíòàöèjà äîêàçà jå çàäàòà ó XML
ôîðìàòó, âåîìà jå jåäíîñòàâíà àëè è äîâî§íî èçðàæàjíà äà ñå ó »îj ìîãó
çàïèñàòè ðàçíå ìàòåìàòè÷êå òåîðèjå. Ìîæå ñå êîðèñòèòè êàî èçëàçíè ôîðìàò
çà êîõåðåíòíå äîêàçèâà÷å òåîðåìà (àëè è äîêàçèâà÷å îïøòåã òèïà) è äîêàçèâà÷
ArgoCLP ãåíåðèøå äîêàçå ó XML ôîðìàòó êîjè ïðèïàäà îâîì äèjàëåêòó.
Êðåèðàíà jå è ïîäðøêà ó âèäó êîëåêöèjå XSL àëàòà çà òðàíñôîðìèñà»å
òðàãà äîêàçà èç XML ôîðìàòà ó ðàçëè÷èòå jåçèêå. Òðåíóòíî ïîñòîjå àëàòè
çà ïðåâî¢å»å äîêàçà ó ðà÷óíàðñêè ïðîâåðèâå äîêàçå çàïèñàíå íà jåçèöèìà
èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà Isabelle è Coq, êàî è àëàòè çà ïðåâî¢å»å
äîêàçà ó äîêàçå çàïèñàíå íà ïðèðîäíîì jåçèêó, åíãëåñêîì è ñðïñêîì (çàïèñàíå
ó ôîðìàòèìà LATEXi HTML).
Îâà òåçà ñå áàâè ôîðìàëèçàöèjîì ìàòåìàòè÷êîã çíà»à (ìàòåìàòè÷êîã
íàñëå¢à, ó¶áåíèêà è ñëè÷íî) óç ïîìî£ ïðîãðàìà çà èíòåðàêòèâíî è àóòîìàò-
ñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà. Áè£å ïðèêàçàíå ïðåäíîñòè è ìàíå òèõ ïðîãðàìà,
êàî è âåçà êîjà ñå ìîæå óñïîñòàâèòè ìå¢ó »èìà. Ñèñòåì çà àóòîìàòñêó è
èíòåðàêòèâíó ôîðìàëèçàöèjó êîjè jå íàïðàâ§åí è îïèñàí ó îâîj òåçè èìà
ìîãó£íîñò äîêàçèâà»à òåîðåìà è ïðîâåðàâà»à íåôîðìàëíèõ äîêàçà òåîðåìà
ïðè ÷åìó ãåíåðèøå ìàøèíñêè ïðîâåðèâå äîêàçå çàïèñàíå ó ôîðìè ÷èò§èâèõ
äîêàçà íàëèê íà äîêàçå èç ìàòåìàòè÷êèõ ó¶áåíèêà. Ñèñòåì ñå áàçèðà íà
êîõåðåíòíîj ëîãèöè. Êîìáèíójå íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ ïðèñòóïà è ïðîãðàìà êîjè
óê§ó÷ójó ðåçîëóöèjñêå äîêàçèâà÷å òåîðåìà, äîêàçèâà÷ òåîðåìà çà êîõåðåíòíó
ëîãèêó, èíòåðàêòèâíå äîêàçèâà÷å òåîðåìà, êàî è ñêóï XSL àëàòà çà êîõåðåíòíó
ëîãèêó (êîjè ñå êîðèñòè ïðèëèêîì ïðåâî¢å»à äîêàçà ó ìàøèíñêè ïðîâåðèâå
äîêàçå, êàî è äîêàçå çàïèñàíå íà ïðèðîäíîì jåçèêó). Ñèñòåì £å áèòè êîðèø£åí
çà äîêàçèâà»å òåîðåìà èç ïðâîã äåëà ê»èãå î çàñíèâà»ó ãåîìåòðèjå Metamath-
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ematische Methoden in der Geometrie êîðèñòå£è àêñèîìàòñêè ñèñòåì Òàðñêîã.
Áè£å èëóñòðîâàíà óïîòðåáà ñèñòåìà çà ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà íà
äîêàçèìà èç ìàòåìàòè÷êèõ ó¶áåíèêà çà ïðâè ðàçðåä ñðåä»å øêîëå êîðèñòå£è
Õèëáåðòîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì. Ñèñòåì êðåèðàí ó îâîj òåçè £å áèòè óïîòðåá§åí
è çà ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà Åóêëèäîâèõ ½Åëåìåíàòà êîðèñòå£è
àêñèîìàòñêè ñèñòåì åðåìè Àâèãàäà.
Äîïðèíîñè îâîã ðàäà ñó ñëåäå£è:
• Çáîã ÷è»åíèöå äà jå êîõåðåíòíà ëîãèêà ïîãîäàí äîìåí çà çàïèñèâà»å
àêñèîìà è òåîðåìà èç îáëàñòè ãåîìåòðèjå, êðåèðàí jå àóòîìàòñêè
äîêàçèâà÷ òåîðåìà ArgoCLP êîjè ñå áàçèðà íà êîõåðåíòíîj ëîãèöè.
Äîêàçèâà÷ ìîæå äà ðàäè ñà ïðîèçâî§íèì ñêóïîì àêñèîìà è ãåíåðèøå
äîêàç êîjè ñå ìîæå ôîðìàëíî ïðîâåðèòè óç ïîìî£ ðà÷óíàðà, êàî è ÷èò§èâ
äîêàç çàïèñàí íà ïðèðîäíîì jåçèêó. Ðàä äîêàçèâà÷à jå àíàëèçèðàí ñà
íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ àêñèîìàòñêèõ ñèñòåìà è ïðèêàçàí íà êîíôåðåíöèjè
Automated Deduction in Geometry, à íàêîí òîãà è îájàâ§åí ó Springer-îâîj
ñåðèjè Lecture Notes in Computer Science [83].
• Ïðåäñòàâ§åíå ñó äâå òåõíèêå çà òðàíñôîðìàöèjó àêñèîìàòñêèõ ñè-
ñòåìà. Êîðèø£å»å ìîäèôèêîâàíîã àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà, ó òîêó ïðîöåñà
àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à òåîðåìà, ãåíåðèøå çíàòíî ìà»è áðîj òðèâèjàëíèõ
÷è»åíèöà è äèðåêòíî óòè÷å íà óáðçà»å äîêàçèâà÷à. Ðàä êîjè îïèñójå òå
òåõíèêå è »èõîâ óòèöàj íà åôèêàñíîñò äîêàçèâà÷à è íà èçãëåä äîáèjåíèõ
äîêàçà jå îájàâ§åí ó Springer-îâîj ñåðèjè Lecture Notes in Computer Sci-
ence [81] ôîðóìà Automated Deduction in Geometry.
• Äåôèíèñàí jå äèjàëåêò çà êîõåðåíòíó ëîãèêó è ðåïðåçåíòàöèjà äîêàçà êîjà
ãà îïèñójå. Òàêî êðåèðàí ôîðìàò äîêàçà ìîæå áèòè äå§åí èçìå¢ó ðàçëè-
÷èòèõ àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà è ìîæå ñå ëàêî òðàíñôîðìèñàòè ó
jåçèêå ðàçëè÷èòèõ èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà, êàî è ó ïðèðîäíå
jåçèêå. Ïîäðæàí jå ó îêâèðó äîêàçèâà÷à ArgoCLP è êîðèø£åí ó ïðîöåñó
ôîðìàëèçàöèjå ðàçëè÷èòèõ àêñèîìàòñêèõ ñèñòåìà åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå.
Ïðåäñòàâ§åí jå íà êîíôåðåíöèjè Intelligent Computer Mathematics - CICM
è îájàâ§åí ó Springer-îâîj ñåðèjè Lecture Notes in Computer Science [82].
• Ôîðìàëèçîâàí jå àêñèîìàòñêè ñèñòåì Òàðñêîã êîjè jå ïðåäñòàâ§åí ó ê»èçè
Metamathematische Methoden in der Geometrie. Àêñèîìå è òåîðåìå êîjå
ïðèïàäàjó ãåîìåòðèjè ðàâíè, èç ïðâèõ äâàíàåñò ïîãëàâ§à òå ê»èãå, ñó
àíàëèçèðàíå, òðàíñôîðìèñàíå ó êîõåðåíòíó ôîðìó è èñêîðèø£åíå çà
äåòà§íó àíàëèçó ïîñòîjå£å ðà÷óíàðñêå ôîðìàëèçàöèjå òå ê»èãå.
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• Äèçàjíèðàí jå ñèñòåì çà àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà êîjè êîìáèíójå
ìî£è ðàçëè÷èòèõ àóòîìàòñêèõ è èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà.
Ñèñòåì ñå ìîæå êîðèñòèòè çà äîêàçèâà»å ïîjåäèíà÷íå òåîðåìå àëè è çà
àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å öåëå òåîðèjå. Ïðèìå»åí jå íà òåîðåìå èç ïðâèõ
äâàíàåñò ïîãëàâ§à ê»èãå Òàðñêîã (êîjå ïðèïàäàjó ãåîìåòðèjè ðàâíè) è
ðåçóëòàòè ñó îájàâ§åíè ó ÷àñîïèñó Annals of Mathematics and Articial
Intelligence [86].
• Êðåèðàí jå ñèñòåì çà àóòîìàòñêó âåðèôèêàöèjó íåôîðìàëíèõ äîêàçà.
Ïðèìå»åí jå íàä äîêàçèìà òåîðåìà è ðåøå»èìà çàäàòàêà êîjå ñå
íàëàçå ó ìàòåìàòè÷êèì ó¶áåíèöèìà çà ïðâè ðàçðåä ñðåä»å øêîëå.
åãîâà óïîòðåáà íàëèêójå èíòåðàêòèâíîì äîêàçèâà»ó òåîðåìà ñà äàëåêî
jåäíîñòàâíèjèì ïðèñòóïîì äîêàçèâà»ó òåîðåìà íåãî øòî òðåíóòíî ïî-
ñòîjè ó èíòåðàêòèâíèì äîêàçèâà÷èìà. Ðàä íà òó òåìó ïðèõâà£åí jå çà
îájàâ§èâà»å ó ÷àñîïèñó InfoM. Àóòîìàòñêà âåðèôèêàöèjà íåôîðìàëíèõ
äîêàçà òåîðåìà jå èçâðøåíà è íàä äîêàçèìà íåêîëèêî ïî÷åòíèõ òåîðåìà
Åóêëèäîâèõ ½Åëåìåíàòà è »èõîâèõ ïîñëåäèöà.
1.1 Introduction  Summary
Geometry always had a very important role in mathematical education because
of paradigmatic reasoning that it requires. For decades it has been a challenging
domain for computer theorem proving, with most attention paid to Euclidean geome-
try. The idea of using computer systems to solve problems in mathematics originates
back to the mid 20th century. The rst useful interactive programs that assist in
theorem proving were created in 1960s. Today, these programs can be used to verify
human-generated proofs and also to generate original profs for technical, non-trivial
lemmas used in the development of large-scale mathematical theorems. Despite the
ever-increasing sophistication of these systems, mathematicians still rarely use them.
Ongoing work in this eld is focused on making automated theorem provers robust
enough so that they can become an integral part of a daily work-ow of an average
mainstream mathematician.
Two main directions in computer theorem proving, interactive theorem proving
and automated theorem proving, today have similar goals. Theirs development is
motivated by the need for building a corpus of veried mathematical knowledge,
by the use within dierent applications in education (e.g., within dynamic geometry
software) or in industry (when it is more important to know that a certain conjecture
is valid than to have its proof) and more often motivated by the ease of use.
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The main goal of this thesis is formalization of mathematical knowledge with
the use of programs for automated and interactive theorem proving and coherent
logic. The idea is to develop a system for automated theorem proving, that can
generate formal, machine veriable geometry proofs, if possible eciently and in
the traditional geometry manner. The system can be used for generating a proof of
a theorem, as well as for verication of an informal proof of a theorem. The system
generates formal, computer veriable proofs along with a proof written in Serbian
and English.
This thesis makes the following contributions:
• Given that coherent logic is a domain suitable for writing geometry axioms
and theorems, ArgoCLP, an automated theorem prover based on coherent logic
has been created. The prover is able to work on an arbitrary set of axioms to
generate both proofs that can be formally veried using a computer as well
as readable proofs written in natural language. The operation of the prover
has been analysed against several dierent axiomatic systems and presented
at the Automated Deduction in Geometry conference and later published in
Springer's Lecture Notes in Computer Science series [83].
• Two techniques for transformation of axiomatic systems are presented. The
use of modied axiomatic system during the process of automated theorem
proving generates signicantly smaller number of trivial facts and directly
aects the speed increase of the prover. A paper describing these techniques
and their eect on prover eciency and the structure of the obtained proofs
has been published in Springer's Lecture Notes in Computer Science series [81]
for the Automated Deduction in Geometry forum.
• A dialect for coherent logic is dened along with a representation of the proof
that describes it. The dened format can be shared between various auto-
mated theorem provers and can easily be transformed into languages of various
interactive theorem provers as well as into natural languages. The format is
supported by ArgoCLP prover and has also been used in the process of formal-
ization of various axiomatic systems for Euclidean geometry. It was presented
at the Intelligent Computer Mathematics - CICM conference and published
in Springer's Lecture Notes in Computer Science series [82].
• The thesis formalizes Tarski's axiomatic system, as presented in book "Meta-
mathematische Methoden in der Geometrie". The axioms and theorems that
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refer to the geometry of plane, described in the rst twelve chapters of that
book, are analysed, transformed into coherent form and used for detailed anal-
ysis of the existing computer formalization of the book.
• A system for automated theorem proving, combining the power of various
automated and interactive theorem provers is designed. The system can be
used not only for proving a single theorem, but also for automated proving of a
whole theory. It has been applied on theorems from the rst twelve chapters of
Tarski's book (that refer to the geometry of plane), and the results have been
published in the Annals of Mathematics and Articial Intelligence journal [86].
• A system for automated verication of informal proofs has been created. The
system has been applied on proofs of theorems and solutions of problems found
in mathematical textbooks for the rst grade of high school. Its use is similar
to interactive theorem proving with signicantly simpler approach to theorem
proving compared to the approach that's currently used by interactive theorem
provers. A paper on this subject has been accepted for publication in the InfoM
journal [85]. Automated verication of informal theorem proofs has also been





Ó îâîj ãëàâè ñó ïðåäñòàâ§åíè îñíîâíè ïîjìîâè êîðèø£åíè ó îâîj òåçè. Äàò
jå êðàòàê îïèñ àêñèîìàòñêèõ ñèñòåìà åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå, ïðåãëåä íåêîëèêî
äîêàçèâà÷à çà àóòîìàòñêî è èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà, êàî è îïèñ
êîõåðåíòíå ëîãèêå (äåëà ëîãèêå ïðâîã ðåäà) íà êîjó ñå îñëà»àjó ñâè àëàòè
îïèñàíè ó îêâèðó îâå òåçå.
2.1 Çàñíèâà»å ãåîìåòðèjå
Åóêëèä (Eυkλειδηζ), ñà ñâîjîì ê»èãîì ½Åëåìåíòè, ñìàòðà ñå çà÷åòíèêîì
óïîòðåáå àêñèîìàòñêèõ ñèñòåìà ó ìàòåìàòèöè. Îí jå ó ½Åëåìåíòèìà [44]
çàñíîâàî ãåîìåòðèjó êàî jåäàí àêñèîìàòñêè ñèñòåì ñà ñâîjèì àêñèîìàìà è
ïîñòóëàòèìà. Êîðèø£å»åì ëîãè÷êèõ ïðàâèëà, èç òèõ àêñèîìà è ïîñòóëàòà,
èçâåî jå ìíîãà ãåîìåòðèjñêà ñâîjñòâà êîjà ñó áèëà ïîçíàòà è äàâíî ïðå »åãà.
åãîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì áèî jå êîðèø£åí âåêîâèìà, èàêî ñå èç äàíàø»å
ïåðñïåêòèâå ìîæå ñìàòðàòè äîíåêëå íåïðåöèçíèì.
Äåjâèä Õèëáåðò (David Hilbert) jå 1899, ó ñâîjîj ê»èçè Der Grundlagen der
Geometrie, ïðåäñòàâèî íîâè àêñèîìàòñêè ñèñòåì çà åóêëèäñêó ãåîìåòðèjó êîjè
jå èñïðàâèî ìíîãå ìàíå è ñëàáîñòè Åóêëèäîâîã ñèñòåìà [45]. Îâàj àêñèîìàòñêè
ñèñòåì ïðåäñòàâ§à jåäàí îä íàjçíàìåíèòèjèõ ðåçóëòàòà ìàòåìàòèêå ó XX âåêó.
Õèëáåðòîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì èïàê èìà íåäîðå÷åíîñòè êîjå îòåæàâàjó âåðíó
ðà÷óíàðñêó ôîðìóëàöèjó.1 Õèëáåðòîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì êîðèñòè òðè âðñòå
1Íà ïðèìåð, ó ðàíèjèì âåðçèjàìà àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà Õèëáåðò jå åêñïëèöèòíî íàâîäèî
óñëîâå ðàçëè÷èòîñòè òà÷àêà ó àêñèîìàìà, ó êàñíèjèì âåðçèjàìà òè óñëîâè ñó èçáà÷åíè àëè
jå îñòàëà îïøòà íàïîìåíà çà ñâà òâð¢å»à äà ïîìè»à»å ½äâåjó, òðèjó,... òà÷àêà ïîäðàçóìåâà
ðàçëè÷èòå òà÷êå. Èñïîñòàâ§à ñå äà îâà íàïîìåíà ÷åñòî óíîñè çàáóíó ïðèëèêîì òóìà÷å»à
Õèëáåðòîâèõ àêñèîìà è ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà ëè jå ðàçëè÷èòîñò îájåêàòà ó ïîjåäèíèì
àêñèîìàìà íåîïõîäíà èëè íå.
2.2 Àóòîìàòñêî è èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà
îájåêàòà: òà÷êå, ïðàâå è ðàâíè. Ñêóï àêñèîìà ïîäå§åí jå ó ïåò ãðóïà (àêñèîìå
ïðèïàäà»à, àêñèîìå ðåäîñëåäà, àêñèîìå ïîäóäàðíîñòè, àêñèîìà ïàðàëåëíîñòè
è àêñèîìà íåïðåêèäíîñòè). Ñâàêà ãðóïà àêñèîìà ïðîïðà£åíà jå îñíîâíèì
òåîðåìàìà êîjå ñå ìîãó äîêàçàòè óïîòðåáîì ïðåòõîäíèõ àêñèîìà. Ìîäåðíèjà
âåðçèjà Õèëáåðòîâîã àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà ñó ïðåäñòàâèëè Êàðîë Áîðñóê (Karol
Borsuk) è Âàíäà Øìèëåâ (Wanda Szmielev) [14].
Ñðåäèíîì äâàäåñåòîã âåêà, Òàðñêè jå èçãðàäèî íîâè àêñèîìàòñêè ñèñòåì çà
åóêëèäñêó ãåîìåòðèjó (äàî jå íåêîëèêî âàðèjàíòè òîã àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà)
çàïèñàí ó ëîãèöè ïðâîã ðåäà. Îñèì àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà (ñà ñâîjñòâèìà
íåïðåêèäíîñòè êîjà ñó ñëàáèjà ó îäíîñó íà Õèëáåðòîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì),
Òàðñêè jå ïðåäñòàâèî è ïðîöåäóðó îäëó÷èâà»à çà òó òåîðèjó [91, 79]. Òàj
àêñèîìàòñêè ñèñòåì jå ïðèëè÷íî jåäíîñòàâàí: êîðèñòè ñàìî jåäíó âðñòó îájåêàòà
 òà÷êå, êîðèñòè ñàìî äâà ïðèìèòèâíà ïðåäèêàòà (cong àðíîñòè 4 è bet àðíîñòè
3, êîjè ïðåäñòàâ§àjó ðåëàöèjó ïîäóäàðíî è ðåëàöèjó èçìå¢ó) è ñàìî jåäàíàåñò
àêñèîìà.
Jåäàí îä íîâèjèõ àêñèîìàòñêèõ ñèñòåìà çà Åóêëèäñêó ãåîìåòðèjó, ñèñòåì
Å, îñìèñëèëè ñó åðåìè Àâèãàä, Åäâàðä Äèí (Edward Dean) è îí Ìóìà
(John Mumma) [3]. Àêñèîìàòñêè ñèñòåì E jå êðåèðàí òàêî äà ïðåöèçíî
ïîêðèâà îñíîâíå èäåjå è ìåòîäå çàê§ó÷èâà»à êîjå ñó êîðèø£åíå ó Åóêëèäîâèì
½Åëåìåíòèìà. Çàñíèâà ñå, êàî è Åóêëèäîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì, íà êîðèø£å»ó
èëóñòðàöèjà àëè íà ðèãîðîçàí, ôîðìàëíè íà÷èí. Ðàçâèjåí jå íàêîí âåëèêîã
áðîjà ïðèìåäáè óïó£åíèõ êîðèø£å»ó èëóñòðàöèjà ó Åóêëèäîâèì äîêàçèìà è
çàïàæà»à äà ñå èçâî¢å»à ó äîêàçèìà âèøå ñëóæå èíòóèöèjîì íåãî ñòðîãîì
ïðèìåíîì óíàïðåä çàäàòèõ ïðàâèëà2.
2.2 Àóòîìàòñêî è èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å
òåîðåìà
Äîêàçèâà»å òåîðåìà óç ïîìî£ ðà÷óíàðà äàíàñ èìà äâà îñíîâíà ïðàâöà: àó-
òîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà è èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà. Îñíîâíà
ðàçëèêà èçìå¢ó îâà äâà ïðàâöà ñå îãëåäà ó êîëè÷èíè ïîìî£è êîjå êðàj»è
êîðèñíèê äîáèjà îä ðà÷óíàðà êàî è ó èíôîðìàöèjàìà êîjå ðà÷óíàð íà êðàjó
ïðîöåñà äîêàçèâà»à ïðóæà. Ó ñëó÷àjó àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à òåîðåìà
êîðèñíèê ñå ó ïîòïóíîñòè îñëà»à íà ðà÷óíàð è íà êðàjó ïðîöåñà äîêàçèâà»à
ìîæå ñàìî äà èìà óâèä ó äîáèjåíè èçëàç (êîjè ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà ìîæå
ñàäðæàòè ñàì äîêàç òâð¢å»à, à ó íåêèì ñàìî èíôîðìàöèjó äà ëè jå äàòî
2http://www.phil.cmu.edu/~avigad/formal/paris2_merged.pdf
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òâð¢å»å òåîðåìà èëè íå). Ó èíòåðàêòèâíîì äîêàçèâà»ó òåîðåìà êîðèñíèê
ñå ïðâåíñòâåíî îñëà»à íà ñîïñòâåíå èäåjå è èìà ìíîãî âå£ó ñëîáîäó ó òîêó
ñàìîã ïðîöåñà äîêàçèâà»à. Êîðèñíèê äîêàçójå òåîðåìó óç ïîìî£ ðà÷óíàðà
êîjè ïðâåíñòâåíî ñëóæè òîìå äà ïðîâåðè äà ëè jå êîðèñíèêîâ äîêàç ôîðìàëíî
èñïðàâàí, ïðè ÷åìó êîðèñíèê èìà ïðèñòóï è îäðå¢åíîì íèâîó àóòîìàòèçàöèjå
êîjè ìîæå êîðèñòèòè ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå àóòîìàòèçàöèjà ïîãîäíà.
2.2.1 Àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà
Àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷è òåîðåìà äåëå ñå íà äîêàçèâà÷å îïøòå íàìåíå (íà
ïðèìåð, äîêàçèâà÷è çàñíîâàíè íà ìåòîäó ðåçîëóöèjå [76]), è íà äîêàçèâà÷å
íàìå»åíå êîíêðåòíèì òåîðèjàìà ïðâîã ðåäà. Îáå âðñòå àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à
ñó äîñòèãëå âèñîê íèâî óñïåøíîñòè è ìîãó ñå åôèêàñíî êîðèñòèòè çà äîêàçèâà»å
(èëè îïîâðãàâà»å) âåîìà òåøêèõ èëè îáèìíèõ òâð¢å»à (êîjà ìîãó äà èìàjó
ñòîòèíå èëè õè§àäå ïðîìåí§èâèõ) êîjà ñå ìîãó äîáèòè èç ðàçëè÷èòèõ îáëàñòè
ìàòåìàòèêå èëè èíäóñòðèjå.
Èàêî ñå íàj÷åø£å êîðèñòå çà ïðîâåðàâà»å äà ëè jå îäðå¢åíî òâð¢å»å òåîðåìà,
àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷è òåîðåìà ìîãó áèòè êîðèø£åíè è çà îòêðèâà»å ñêóïà
àêñèîìà è ëåìà êîjå ñå êîðèñòå ó ïðîöåñó äîêàçèâà»à îäðå¢åíîã òâð¢å»à. Îñèì
òîãà, ó ñëó÷àjó äà àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷ íèjå ó ñòà»ó äà äîêàæå äà jå íåêî
òâð¢å»å òåîðåìà, ÷îâåê êàî êðàj»è êîðèñíèê, ïîçíàjó£è äåòà§å ïðîáëåìà êîjè
ñå ðåøàâà, ìîæå îáåçáåäèòè ïîìî£ àóòîìàòñêîì äîêàçèâà÷ó òåîðåìà ó âèäó
ôîðìóëèñà»à äîäàòíèõ ëåìà çà êîjå ñå ìîæå ïîêàçàòè äà ñó îä ê§ó÷íîã çíà÷àjà
çà ïðîöåñ äîêàçèâà»à îäðå¢åíîã òâð¢å»à.
2.2.2 Èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà
Ñà âåëèêèì áðîjåì ãðåøàêà ó äîêàçèìà òåîðåìà ó ó¶áåíèöèìà è ó
îájàâ§åíèì ðàäîâèìà, êàêî ó îáëàñòè ìàòåìàòèêå òàêî è ó îáëàñòè ðà÷óíàðñòâà,
ìàøèíñêè ïðîâåðèâè äîêàçè (ôîðìàëíè äîêàçè çàïèñàíè íà îájåêòíîì íèâîó
 ó òåðìèíèìà àêñèîìà è ïðàâèëà èçâî¢å»à) äîáèjàjó ñâå âå£è è âå£è çíà÷àj.
Èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷è òåîðåìà ñó ïðîãðàìè êîjè ñå êîðèñòå çà êîíñòðóèñà»å
è ïðîâåðàâà»å ôîðìàëíèõ äîêàçà îä ñòðàíå ÷îâåêà (ó ñêëàäó ñà ëîãèêîì
íà êîjîj ñå áàçèðàjó). Ó ïîòïóíîñòè ñó ïîóçäàíè çàõâà§ójó£è òîìå øòî ñó
çàñíîâàíè íà ìàëîì ñêóïó ïðàâèëà êîjà ñå ìîãó ðó÷íî ïðîâåðèòè. Ìå¢ó
íàjïîïóëàðíèjèì èíòåðàêòèâíèì äîêàçèâà÷èìà òåîðåìà íàëàçå ñå Isabelle3 [68],
3http://www.cl.cam.ac.uk/research/hvg/Isabelle/
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Coq4 [93], Mizar5 [94], è HOL-light6 [43]. Ìíîãà êîìïëåêñíà òâð¢å»à âåçàíà çà
âåðèôèêàöèjó ñîôòâåðà è íåêå òåøêå ìàòåìàòè÷êå òåîðåìå ñó äîêàçàíå óç ïîìî£
èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà [42, 39].
Ó ïîñëåä»èõ íåêîëèêî ãîäèíà ïîïóëàðíîñò èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à
ðàñòå, à ôîðìàëíè äîêàçè äîáèjàjó öåíòðàëíó óëîãó ó ÷óâà»ó ìàòåìàòè÷êîã
çíà»à (íà ïðèìåð ïðèëèêîì äèãèòàëèçàöèjå ìàòåìàòè÷êîã íàñëå¢à), ó
îáðàçîâà»ó, àëè è ó èíäóñòðèjè ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå êîðåêòíîñò íåêîã
àëãîðèòìà èëè èçðà÷óíàâà»à îä ïðåñóäíå âàæíîñòè. Ïîñòîjè ñâå âå£å
èíòåðåñîâà»å çà êðåèðà»å êîëåêöèjà äîêàçàíèõ òåîðåìà è ôîðìèðà»å êîðïóñà
ôîðìàëèçîâàíîã ìàòåìàòè÷êîã çíà»à.
Òðàäèöèîíàëíè ìàòåìàòè÷êè äîêàçè, êàäà ñå ðàçìàòðàjó êðîç ñôåðó
ìàøèíñêè ïðîâåðèâèõ äîêàçà, òåøêî ñå ìîãó íàçâàòè äîêàçèìà âå£ âèøå
ïîäñå£àjó íà ñêèöó äîêàçà. Ó òàêâèì äîêàçèìà ÷åñòî èìà ïðåñêî÷åíèõ äåëîâà
äîêàçà, íåäîâî§íî ôîðìàëíèõ è ïðåöèçíèõ àðãóìåíàòà è ñëè÷íî.
Ïèñà»å ìàøèíñêè ïðîâåðèâèõ äîêàçà ñå íàjâå£èì äåëîì èçâîäè ðó÷íî (ñà
îãðàíè÷åíîì àóòîìàòèçàöèjîì), àëè ñå äîêàçè ïðîâåðàâàjó óç ïîìî£ ðà÷óíàðà.
Îòóäà jå èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà ÷åñòî âðëî çàõòåâàí è äóãîòðàjàí
ïðîöåñ, øòî çàâèñè îä èñêóñòâà êîðèñíèêà. Îñèì òîãà, ïîñòîjå£å äîêàçå íèjå
ëàêî ïîíîâî èñêîðèñòèòè. ×àê è ó ñëó÷àjó ìà»èõ ïðîìåíà ó îêâèðó òåî-
ðèjå ó êîjîj ñå äîêàçójå òâð¢å»å, ñ îáçèðîì íà îðãàíè÷åí íèâî àóòîìàòèçàöèjå,
äîêàç jåäíå èñòå òåîðåìå (ó ïðîìå»åíîj òåîðèjè) íå£å îáàâåçíî áèòè èäåíòè÷àí
è ÷åñòî ìîæå áèòè ïîòðåáíî ðàñïèñèâà»å öåëîã äîêàçà îä ïî÷åòêà. Çáîã
òîãà, è ïîðåä ñâå âå£åã áðîjà óñïåøíèõ ðåçóëòàòà, óïîòðåáà èíòåðàêòèâíèõ
äîêàçèâà÷à òåîðåìà jîø óâåê íèjå ñòàíäàðäíà ïðàêñà ó ïðîöåñó äîêàçèâà»à
òåîðåìà ó ñâèì îáëàñòèìà ìàòåìàòèêå. Ñòîãà ñå ñâå âèøå ïàæ»å ïîñâå£ójå
òîìå äà èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷è ïîñòàíó ïðèjàòíèjè è ëàêøè çà êîðèø£å»å
èç ïåðñïåêòèâå êðàj»åã êîðèñíèêà (÷àê è ïî÷åòíèêà).
Êàäà ñå ïîðåäå ñà òðàäèöèîíàëíèì äîêàçèìà, ôîðìàëíè äîêàçè ñó ó âå£èíè
ñëó÷àjåâà ìíîãî äóæè îä òðàäèöèîíàëíèõ äîêàçà7. Íàïðåäàê êîjè ñå jàâ§à
ó èíòåðàêòèâíèì äîêàçèâà÷èìà òåîðåìà ìîæå ñå ïðàòèòè êðîç ÷è»åíèöó äà
ôîðìàëíè äîêàçè ïîñòàjó ñâå êðà£è, àëè äà è äà§å ñàäðæå äîâî§íó êîëè÷èíó




7Îäíîñ ó äóæèíè ôîðìàëíîã äîêàçà è íåôîðìàëíîã äîêàçà ñå íàçèâà de Bruijn ôàêòîð [4].
Ðàçëèêójå ñå çà ðàçëè÷èòå äåëîâå ìàòåìàòèêå è çà ðàçëè÷èòå äîêàçèâà÷å, à ÷åñòî jå îêî 4. Ó
ñëó÷àjåâèìà êàäà ñå èíòåíçèâíî êîðèñòè àóòîìàòèçàöèjà, òàj ôàêòîð ìîæå áèòè ÷àê è èñïîä 1.
Òàêî¢å ìîæå áèòè è âå£è îä 10, ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå íåôîðìàëíè äîêàç íåäîâî§íî ïðåöèçàí.
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ôîðìàëíè äîêàç.
Äîêàçè ó èíòåðàêòèâíèì äîêàçèâà÷èìà òåîðåìà ìîãó áèòè íàïèñàíè
íà òðè íà÷èíà: êîðèø£å»åì äåêëàðàòèâíîã ñòèëà, ïðîöåäóðàëíîã ñòèëà
èëè êîðèø£å»åì àóòîìàòñêîã íàâî¢å»à (the guided automated style) [99].
Äåêëàðàòèâíè ñòèë äîêàçà ïîäðàçóìåâà íàâî¢å»å íåïîñðåäíèõ ïîñëåäèöà ó
ñâàêîì êîðàêó äîêàçà êîðèø£å»åì jåçèêà êîjè ïîäñå£à íà ñòàíäàðäàí òåêñò
êîjè ñå jàâ§à ó ìàòåìàòè÷êèì ó¶áåíèöèìà. Ïðîöåäóðàëíè ñòèë äîêàçà
îäëèêójå èíòåíçèâíà óïîòðåáa àóòîìàòèçàöèjå è äîêàçè êîjè ñå ñàñòîjå îä
íèçà êîìàíäè êîjå ìå»àjó äðâî äîêàçà. Äîêàçèâà»å àóòîìàòñêèì íàâî¢å»åì
ïîäðàçóìåâà íàâî¢å»å íèçà òâð¢å»à êîjå äîêàçèâà÷ ïîêóøàâà äà äîêàæå (ó
íåêèì ñëó÷àjåâèìà ñå ìîãó ïðîñëåäèòè äîäàòíå èíôîðìàöèjå äîêàçèâà÷ó äà áè
ñå îëàêøàëî äîêàçèâà»å îäðå¢åíîã òâð¢å»à).
Äåêëàðàòèâíè è ïðîöåäóðàëíè ñòèë äîêàçà ñå ìîãó êîðèñòèòè ó
äîêàçèâà÷èìà HOL-Light, Isabelle [96] è Coq, äîê Mizar [99] îáåçáå¢ójå ñàìî
äåêëàðàòèâíè ñòèë ïèñà»à äîêàçà. Ïðîöåäóðàëíè ñòèë ïèñà»à äîêàçà ñå
÷åø£å êîðèñòè ó Coq çàjåäíèöè. Äîêàçèâà»å àóòîìàòñêèì íàâî¢å»åì ñå ìîæå
êîðèñòèòè çà äîêàçèâà»å òåîðèjå ôîðìóëèñàíå ïðåêî íèçà òâð¢å»à  ëåìà, ïðè
÷åìó ñå òåêó£à ëåìà äîêàçójå óç ïîìî£ ñêóïà ïðåòõîäíèõ ëåìà. Êîðèñòè ñå
ó äîêàçèâà÷èìà ACL2 [52] è Theorema [20] è îä ñâèõ ïðèñòóïà íàjâèøå èìà
ñëè÷íîñòè ñà ïðèñòóïîì îïèñàíèì ó îâîj òåçè.
2.2.3 Èíòåãðàöèjà èíòåðàêòèâíîã è àóòîìàòñêîã
äîêàçèâà»à òåîðåìà
Èíòåãðàöèjà èíòåðàêòèâíèõ è àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà ìîæå
áèòè êîðèñíà êàêî ïðèëèêîì èíòåðàêòèâíîã, òàêî è ïðèëèêîì àóòîìàòñêîã
äîêàçèâà»à òåîðåìà. Ñà jåäíå ñòðàíå àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷è òåîðåìà ñå íå
ìîãó ñìàòðàòè àïñîëóòíî ïîóçäàíèì èç ðàçëîãà øòî ìîæå ïîñòîjàòè ãðåøêà
ó èìïëåìåíòàöèjè äîêàçèâà÷à. Jåäàí íà÷èí äà ñå îâàj ïðîáëåì ïðåâàçè¢å jå
äà ñå àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷ êîðèñòè çàjåäíî ñà èíòåðàêòèâíèì äîêàçèâà÷åì
òåîðåìà êîjè £å âåðèôèêîâàòè èçëàç êîjè àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷ ãåíåðèøå. Ñà
äðóãå ñòðàíå, èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷è òåîðåìà ðàäå ñà òåîðèjîì êîjó êîðèñíèê
äåôèíèøå. Ìîæå ñå äåñèòè äà êîðèñíèê íàïðàâè ãðåøêó ó êóöà»ó èëè äà
ïîãðåøíî ôîðìóëèøå íåêà òâð¢å»à òåîðèjå. Ó òàêâèì ñëó÷àjåâèìà àóòîìàò-
ñêè äîêàçèâà÷è òåîðåìà ìîãó áèòè êîðèø£åíè çà îòêðèâà»å íåêîíçèñòåíòíîñòè
àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà êîjè ñå êîðèñòè ó ïðîöåñó äîêàçèâà»à. Èç òèõ ðàçëîãà
ïîñëåä»èõ ãîäèíà ñå èíòåíçèâíî ðàäè íà êîìáèíîâà»ó àëàòà çà àóòîìàòñêî
è èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà. Äàíàø»è èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷è
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òåîðåìà èìàjó ìîãó£íîñò êîðèø£å»à SAT äîêàçèâà÷à, SMT äîêàçèâà÷à, ìåòîäà
ðåçîëóöèjå è ñëè÷íî.
Êîìáèíîâà»å òèõ àëàòà îòâàðà íîâà ïî§à ïðèìåíå àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à
òåîðåìà êàêî ó âåðèôèêàöèjè ñîôòâåðà è õàðäâåðà òàêî è ó ôîðìàëèçàöèjè
ìàòåìàòè÷êîã çíà»à è ó ñâàêîäíåâíîj ïðèìåíè ìàòåìàòèêå.
Èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷ òåîðåìà Isabelle ðàñïîëàæå îäðå¢åíèì
àëãîðèòìèìà çà àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà ìå¢ó êîjèìà ñå íàëàçå
äîêàçèâà÷ êîjè ñå çàñíèâà íà êëàñè÷íîì ðåçîíîâà»ó, ñèìïëèôèêàòîð êîjè âðøè
jåäíàêîñíî ðåçîíîâà»å, ñïåöèjàëèçîâàíå ïðîöåäóðå îäëó÷èâà»à çà ëèíåàðíó
àðèòìåòèêó, èòä.
Íàjóñïåøíèjè ïðèìåð êîìáèíîâà»à àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à òåîðåìà è
èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà»à òåîðåìà jå ñèñòåì Sledgehammer [11, 12]. Sledge-
hammer jå ñèñòåì ó îêâèðó èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à òåîðåìà Isabelle êîjè
óê§ó÷ójå óïîòðåáó åêñòåðíèõ àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà áàçèðàíèõ íà
ðåçîëóöèjè êàî øòî ñó Vampire [75], E [78] è SPASS [95] è óïîòðåáó ëîêàëíîã
(ðåçîëóöèjñêîã) äîêàçèâà÷à òåîðåìà Metis (êîjè jå, êàäà ñå êîðèñòè ñàìîñòàëíî,
çíàòíî ñëàáèjè îä åêñòåðíèõ äîêàçèâà÷à). Ó ñëó÷àjó äà jå jåäàí îä åêñòåðíèõ
äîêàçèâà÷à óñïåøíî äîêàçàî òåîðåìó, èäåíòèôèêójå ñå ëèñòà àêñèîìà (è ëåìà)
êîðèø£åíèõ ó äîêàçó è òà ëèñòà ñå ïðîñëå¢ójå äîêàçèâà÷ó Metis êîjè íàj÷åø£å
(ìàäà íå óâåê) óñïåâà äà ðåêîíñòðóèøå âåðèôèêîâàíè äîêàç çà äàòó òåîðåìó.
2.3 Äîêàçèâà»å òåîðåìà ó ãåîìåòðèjè óç ïîìî£
ðà÷óíàðà
Ó îâîj òåçè íàjâèøå ïàæ»å £å áèòè óñìåðåíî êà åóêëèäñêîj ãåîìåòðèjè
è àêñèîìàòñêèì ñèñòåìèìà êîjè ñå ó îêâèðó »å êîðèñòå. Íàjïîçíàòèjè
àêñèîìàòñêè ñèñòåìè çà åóêëèäñêó ãåîìåòðèjó ñó Åóêëèäîâ, Õèëáåðòîâ è
àêñèîìàòñêè ñèñòåì Òàðñêîã. Ôîðìàëèçîâà»å òèõ ñèñòåìà íà ðà÷óíàðó ÷åñòî
çàõòåâà »èõîâó âåîìà äåòà§íó àíàëèçó [72, 60, 65]. Ïðàâ§å»å íîâèõ
àêñèîìàòñêèõ ñèñòåìà jå è äà§å àêòóåëíà îáëàñò ïðåòåæíî çàõâà§ójó£è
ïðîãðàìèìà çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà è ôîðìàëèçàöèjè ìàòåìàòèêå
êîjà ñå ñà »èìà ïîjàâèëà.
Àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà ó ãåîìåòðèjè àêòóåëíî je âèøå îä ïåäåñåò
ãîäèíà [25]. Õåðáåðò Ãåëåðòíåð (Herbert Gelernter) jå 1959-òå êðåèðàî äîêàçèâà÷
ãåîìåòðèjñêèõ òåîðåìà êîjè jå áèî ó ñòà»ó äà äîêàæå âåëèêè áðîj ïðîáëåìà
ãåîìåòðèjå ðàâíè èç ñðåä»îøêîëñêèõ ó¶áåíèêà [37]. Íàjâå£è óñïåñè ó àóòîìàò-
ñêîì äîêàçèâà»ó òåîðåìà ó ãåîìåòðèjè ñó ïîñòèãíóòè óç ïîìî£ àóòîìàòñêèõ
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äîêàçèâà÷à òåîðåìà êîjè ñå çàñíèâàjó íà àëãåáàðñêèì ìåòîäàìà êàî øòî ñó Âóîâ
ìåòîä [100, 24] è ìåòîä Ãðåáíåðîâèõ áàçà [19, 51, 33]. Ìàíà îâèõ ìåòîäà jå øòî
êàî èçëàç äàjó ñàìî äà/íå îäãîâîð ïðîïðà£åí àëãåáàðñêèì àðãóìåíòèìà. Íà
òàj íà÷èí ñå íå ìîãó äîáèòè òðàäèöèîíàëíè ÷èò§èâè ãåîìåòðèjñêè äîêàçè. Ó
îäðå¢åíîj ìåðè jå îâàj ïðîáëåì ðåøåí ïîjàâîì ìåòîäà ñëîáîäíèõ êîîðäèíàòà,
êàî øòî jå ìåòîä ïîâðøèíà [26] è ìåòîä ïîòïóíèõ óãëîâà [27, 23], àëè íå ó
ïîòïóíîñòè. Àðò Êóàèô (Art Quaife) jå ðàäèî íà ãåíåðèñà»ó àóòîìàòñêèõ
äîêàçà çà ãåîìåòðèjó Òàðñêîã ïðèìåíîì ðåçîëóöèjñêîã äîêàçèâà÷à [74]. Óñïåî jå
äà äîêàæå íåêà êîìïëåêñíà òâð¢å»à àëè ñå íèjå áàâèî ãåíåðèñà»åì ôîðìàëíèõ
íèòè ÷èò§èâèõ äîêàçà.
Ôîðìàëèçàöèjà ãåîìåòðèjå, óç ïîìî£ èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà, jå
îáëàñò íà êîjîj jå èíòåíçèâíî ðà¢åíî ïîñëåä»èõ ãîäèíà. Êðèñòîô Äåëèí¶åð
(Christophe Dehlinger), Æàí-Ôðàíñîà Äóôî (Jean-Francois Dufourd) è Ïàñêàë
Øðåê (Pascal Schreck) ñó ôîðìàëèçîâàëè ïðâå äâå ãðóïå Õèëáåðòîâå ê»èãå
Grundlagen der Geometrie ó îêâèðó àëàòà çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà
Coq. Êîðèñòèëè ñó èíòóèöèîíèñòè÷êè ïðèñòóï [30] è ïðèìåòèëè äà ñå
ìíîãå Õèëáåðòîâå òåîðåìå íå ìîãó äîêàçàòè áåç ïðàâèëà èñê§ó÷å»à òðå£åã.
Èñïîñòàâ§à ñå äà jå ðåçîíîâà»å ïî ñëó÷àjåâèìà íåîïõîäíî çà äîêàçèâà»å
Õèëáåðòîâèõ òåîðåìà ïà ñó àóòîðè ïðâî ôîðìóëèñàëè è äîêàçàëè ñëàáèjå
âàðèjàíòå òåîðåìà êîjå ñó îíäà èñêîðèñòèëè ó äîêàçó îðèãèíàëíèõ òåîðåìà.
Äîêàçè ñëàáèjèõ âàðèjàíòè òåîðåìà ñó ïîòïóíî èíòóèöèîíèñòè÷êè, äîê äîêàçè
îðèãèíàëíèõ òåîðåìà êàî ïðâè êîðàê êîðèñòå ïðàâèëà èñê§ó÷å»à òðå£åã (êîjà
ñó äîäàòà ó ñêóï àêñèîìà çà ïîjåäèíà÷íå ïðåäèêàòå è íå êîðèñòå ñå ó îïøòåì
îáëèêó). Ëàóðà Ìåjêë (Laura Meikle) è Æàê Ôëîðèî (Jacques Fleuriot) [60] ñó
ôîðìàëèçîâàëè ïðâå òðè ãðóïå Õèëáåðòîâèõ àêñèîìà ó àëàòó çà èíòåðàêòèâíî
äîêàçèâà»å òåîðåìà Isabelle/Isar. Ïîêàçàëè ñó äà ñå äîêàçè Õèëáåðòîâèõ
òåîðåìà ÷åñòî îñëà»àjó íà íåêå èìïëèöèòíå ïðåòïîñòàâêå (êîjå íèñó íàãëàøåíå
ó äîêàçó âå£ ñå áàçèðàjó íà èëóñòðàöèjè êîjîì jå ïðåäñòàâ§åí ïðîáëåì) è
ïîêàçàëè ñó íåîïõîäíîñò ïîñòîjà»à ôîðìàëíî ïðîâåðèâèõ äîêàçà. Æèëèåí
Íàðáó (Julien Narboux) [66] jå ôîðìàëèçîâàî, ó îêâèðó àëàòà çà èíòåðàêòèâíî
äîêàçèâà»å òåîðåìà Coq, èíèöèjàëíî ïðâèõ îñàì ïîãëàâ§à ê»èãå Òàðñêîã [79],
äà áè êàñíèjå ó ñàðàä»è ñà îñòàëèì êîëåãàìà ôîðìàëèçîâàî è îñòàòàê òå
ê»èãå [15]. Òà ôîðìàëèçàöèjà jå ïîêàçàëà äà jå ãåîìåòðèjà Òàðñêîã ïîãîäíà
çà ôîðìàëèçàöèjó çáîã ñâîjå jåäíîñòàâíîñòè è ÷è»åíèöå äà çàõòåâà ðàçìàòðà»å
ìà»åã áðîjà äåãåíåðèñàíèõ ñëó÷àjåâà.
Îñèì îâèõ ôîðìàëèçàöèjà, ó Coq-ó ñó ðàçâèjåíå è íàðåäíå ôîðìàëèçàöèjå:
Æèë Kaíîâà (Gilles Kahn) ôîðìàëèçàöèjà Æàí Âîí Ïëàòîâå (Jan von Plato)
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êîíñòðóêòèâíå ãåîìåòðèjå [71, 47], Ôðåäåðèê Ãè§îîâà (Frederique Guilhot)
ôîðìàëèçàöèjà ñðåä»îøêîëñêå ãåîìåòðèjå [40], Æàí Äóïðàîâà (Jean Duprat)
ôîðìàëèçàöèjà àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà çà ãåîìåòðèjó êîìïàñà è øåñòàðà [32],
ôîðìàëèçàöèjà ïðîjåêòèâíå ãåîìåòðèjå êîjó ñó íàïðàâèëè Íèêîëàñ Ìàãàóä
(Nicolas Magaud), Íàðáó è Øðåê [55, 56], èòä. Ñâå ïîìåíóòå ôîðìàëèçàöèjå
ñó óðà¢åíå ðó÷íî, ïðàêòè÷íî áåç èêàêâå ñïî§íå àóòîìàòèçàöèjå.
2.4 Êîõåðåíòíà ëîãèêà è àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å
ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè
Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè îïèñàíà êîõåðåíòíà ëîãèêà è ïðîöåñ äîêàçèâà»à
ó îêâèðó êîõåðåíòíå ëîãèêå. Âèøå ðàçëè÷èòèõ àóòîðà íåçàâèñíî jå èçäâîjèëî
êîõåðåíòíó ëîãèêó (èëè ñëè÷íå äåëîâå ëîãèêå ïðâîã ðåäà) êàî ëîãèêó ïîãîäíó çà
èçðàæàâà»å çíà÷àjíèõ äåëîâà ñòàíäàðäíå ìàòåìàòèêå (ïîñåáíî ãåîìåòðèjå). Íà
ïðèìåð, åðåìè Àâèãàä (Jeremy Avigad) è êîàóòîðè, ïðèëèêîì êðåèðà»à íîâîã
àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà çà Åóêëèäñêó ãåîìåòðèjó [3], Ìîõàí Ãàíñàëèíãàì (Mohan
Ganesalingam) è Âèëèjàì Òèìîòè Ãàóåðñ (William Timothy Gowers) ïðèëèêîì
àóòîìàòñêîã êðåèðà»à ÷èò§èâèõ äîêàçà [35], è Ñòèâåí Ãèâàíò (Steven Givant)
è Àëôðåä Òàðñêè (Alfred Tarski) ó êîíòåêñòó ðàçâèjà»à íîâå àêñèîìàòèçàöèjå
çà ãåîìåòðèjó [92, 79].
2.4.1 Jåçèê êîõåðåíòíå ëîãèêå è èçâî¢å»å äîêàçà ó
êîõåðåíòíîj ëîãèöè
Êîõåðåíòíà ëîãèêà jå äåî ëîãèêå ïðâîã ðåäà ïîãîäàí çà àóòîìàòñêî
äîêàçèâà»å òåîðåìà è jåäíîñòàâíî ãåíåðèñà»å ÷èò§èâèõ äîêàçà. Èíèöèjàëíî jó
jå äåôèíèñàî Òîðàëô Ñêîëåì (Thoralf Skolem), à ó ïîñëåä»å âðåìå êîõåðåíòíà
ëîãèêà jå èíòåíçèâíî êîðèø£åíà îä ñòðàíå ðàçëè÷èòèõ àóòîðà [8, 34, 9].
Ñèãíàòóðó êîõåðåíòíå ëîãèêå ÷èíå ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè è ôóíêöèjñêè ñèì-
áîëè àðíîñòè íóëà, êîjå £åìî çâàòè êîíñòàíòàìà. Íå ïîñòîjå ôóíêöèjñêè ñèì-
áîëè àðíîñòè âå£å îä íóëà. Ó èçãðàä»è ôîðìóëà êîðèñòå ñå áèíàðíè ëîãè÷êè
âåçíèöè ∧, ∨, ⇒, íóëàðíè âåçíèê òj. ëîãè÷êà êîíñòàíòà ⊥ è êâàíòèôèêàòîðè,
óíèâåðçàëíè ∀ è åãçèñòåíöèjàëíè ∃. Òåðì jå êîíñòàíòà èëè ïðîìåí§èâà.
Àòîìè÷êà ôîðìóëà jå ⊥ èëè p(t1, . . . , tn), ïðè ÷åìó jå p ïðåäèêàòñêè ñèìáîë
àðíîñòè n è ti (1 ≤ i ≤ n) ñó òåðìè. ×è»åíèöà jå àòîìè÷êà ôîðìóëà ó êîjîj ñå
íå ïîjàâ§ójó ïðîìåí§èâå. Íå êîðèñòè ñå ëîãè÷êè âåçíèê ¬. Íåãàöèjà àòîìè÷êèõ
ôîðìóëà ñèìóëèðà ñå óâî¢å»åì äîäàòíèõ ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà. Çà ñâàêè
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ïðåäèêàòñêè ñèìáîë R, óâîäè ñå íîâè ñèìáîë R êîjè £å ñå êîðèñòèòè óìåñòî
¬R, è óâîäå ñå ñëåäå£å äâå àêñèîìå [73]: ∀~x(R(~x)∧R(~x)⇒ ⊥), ∀~x(R(~x)∨R(~x)).
Äåôèíèöèjà êîõåðåíòíå ëîãèêå jå ïðåóçåòà èç ðàäà Ìàðêà Áåçåìà [9]. Ôîð-
ìóëå êîõåðåíòíå ëîãèêå ñó èìïëèöèòíî óíèâåðçàëíî êâàíòèôèêîâàíå ôîðìóëå
ñëåäå£åã îáëèêà:
A1 ∧ . . . ∧ An ⇒ ∃ ~x1B1 ∨ . . . ∨ ∃ ~xmBm (2.1)
ãäå jå 0 ≤ n, 0 ≤ m, è ~x îçíà÷àâà íèç ïðîìåí§èâèõ x1, x2, . . . , xk (0 ≤ k), Ai
(çà 1 ≤ i ≤ n) îçíà÷àâà àòîìè÷êå ôîðìóëå è Bj (çà 1 ≤ j ≤ m) îçíà÷àâà
êîíjóíêöèjó àòîìè÷êèõ ôîðìóëà .
Òîêîì äîêàçèâà»à íåêå òåîðåìå ñèãíàòóðà òåîðèjå êîjîj ïðèïàäà ñå ìå»à
äîäàâà»åì íîâèõ ñèìáîëà êîíñòàíòè  ñâåäîêà. Ïîä êîíñòàíòîì £åìî
ñìàòðàòè è êîíñòàíòå êîjå ñó äåî ñèãíàòóðå è ñâåäîêå.
Ó êîõåðåíòíîj òåîðèjè T , ñêóï ∆T (X ` F ) èçâî¢å»à ÷è»åíèöå F èç ñêóïà
÷è»åíèöà X ñå äåôèíèøå èíäóêòèâíî êîðèñòå£è íàðåäíà äâà ïðàâèëà [9]:
X
F
F ∈ X X A⇒ D δ1 . . . δm
F
A ⊆ X
Áàçíè êîðàê ñå ïðèìå»ójå êàäà ñå öè§ F íàëàçè ó ñêóïó ÷è»åíèöà X.
Èíäóêòèâíè êîðàê ñå ïðèìå»ójå êàäà jå A⇒ D çàòâîðåíà èíñòàíöà ôîðìóëà
èç T ÷èjå ïðåìèñå ñó çàäîâî§åíå ñêóïîì ÷è»åíèöà X, øòî jå îçíà÷åíî ñà
A ⊆ X. Áðîj ïîäèçâî¢å»à δi jå jåäíàê áðîjó äèñjóíêàòà äèñjóíêöèjå D. Àêî jå
D = ∃ ~x1B1∨. . .∨∃ ~xmBm, ñâàêî ïîäèçâî¢å»å δi je äåî ∆T (X,Bi ` F ) (1 ≤ i ≤ m).
Ó îâîj ôîðìóëè X,Bi îçíà÷àâà ñêóï ÷è»åíèöà X ïðîøèðåí àòîìèìà èç Bi ó
êîjèìà ñó ïðîìåí§èâå ~xi çàìå»åíå ñâåæèì êîíñòàíòàìà. Àêî jå D jåäíàêî ⊥,
òàäà íåìà ïîäèçâî¢å»à.
Ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè ñå îáè÷íî íå êîðèñòå òèïîâè è óìåñòî »èõ óâîäå ñå
äîäàòíè ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè êîjè £å ñå êîðèñòèòè çà ïðåäñòàâ§à»å òèïîâà
îájåêàòà. Íà ïðèìåð, ó ñëó÷àjó ãåîìåòðèjå áè£å óâåäåíè óíàðíè ïðåäèêàòñêè
ñèìáîëè point, line è plane çà ïðåäñòàâ§à»å îájåêàòà êîjè ïðèïàäàjó òèïîâèìà
òà÷êà, ïðàâà è ðàâàí. Òàêî £å ôîðìóëà òà÷êå A è B ñó ðàçëè÷èòå áèòè çàïèñàíà
íà ñëåäå£è íà÷èí: point(A) ∧ point(B) ∧ A 6= B.
Ñâàêè äîêàç ó îêâèðó êîõåðåíòíå ëîãèêå êîjè ìîæå áèòè èçâåäåí íàâåäåíèì
ïðàâèëèìà, ìîæå áèòè èçâåäåí ó îêâèðó èíòóèöèîíèñòè÷êå ëîãèêå. Ðàçíå òå-
îðèjå è òåîðåìå ìîãó áèòè äèðåêòíî èçðàæåíå ó îêâèðó êîõåðåíòíå ëîãèêå.
Ìîæå ñå äîêàçàòè äà ñå ñâàêà ôîðìóëà ïðâîã ðåäà ìîæå ïðåâåñòè ó ñêóï
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ôîðìóëà êîõåðåíòíå ëîãèêå (ñà ðàçëè÷èòîì ñèãíàòóðîì îä ïî÷åòíå) èñòå
çàäîâî§èâîñòè [73] (ìå¢óòèì, îâî ïðåâî¢å»å ñå îñëà»à íà êîðàêå êîjè óê§ó÷ójó
êëàñè÷íó ëîãèêó). Êîõåðåíòíà ëîãèêà jå ïîëóîäëó÷èâà è ïîñòîjè íåêîëèêî âå£
èìïëåìåíòèðàíèõ ïðîöåäóðà ïîëóîäëó÷èâà»à çà »ó [8]. Ìàíà äîêàçèâà÷à çà
êîõåðåíòíó ëîãèêó jå »èõîâà åôèêàñíîñò òàêî äà íàj÷åø£å íèñó ïîãîäíè çà
äîêàçèâà»å òåøêèõ ìàòåìàòè÷êèõ òåîðåìà.
Ðàçíå ãåîìåòðèjñêå òåîðèjå ïðèðîäíî ñå ìîãó ôîðìóëèñàòè ó îêâèðó
êîõåðåíòíå ëîãèêå. Çà »èõ ïîñòîjè ïðîöåäóðà çàñíîâàíà íà ïðåòðàçè ó øèðèíó
êîjà jå ñàãëàñíà è ïîòïóíà: êîõåðåíòíà ôîðìóëà F jå äîêàçèâà àêî è ñàìî àêî
jå F òà÷íà ó ñâàêîì ìîäåëó Òàðñêîã (ñà íåïðàçíèì äîìåíîì) ñêóïà àêñèîìà è
÷è»åíèöàìà A1(~a), . . . , An(~a) [8].
2.4.2 ×èò§èâè äîêàçè
×èò§èâîñò äîêàçà jå áèòàí àñïåêò ìàòåìàòèêå, êàêî ó íåôîðìàëíîì îáëèêó,
òàêî è ïðèëèêîì ôîðìàëèçàöèjå ìàòåìàòèêå. Èàêî ñå ôîðìàëèçàöèjà ïðåòåæíî
áàâè ïèòà»èìà èñïðàâíîñòè äîêàçà (êîjà jå ãàðàíòîâàíà èíòåðàêòèâíèì
äîêàçèâà÷èìà òåîðåìà) è ïèòà»èìà àóòîìàòèçàöèjå ïðîöåñà äîêàçèâà»à (êîjà
ñå äîáèjà èíòåðàêöèjîì ñà àóòîìàòñêèì äîêàçèâà÷èìà òåîðåìà), ÷èò§èâîñò
äîêàçà jå àñïåêò íà êîìå ñå ïîñëåä»èõ ãîäèíà ñâå âèøå ðàäè. Ïîñòîjà»å
÷èò§èâèõ äîêàçà íå£å áèòè jåäíàêî áèòíî ó ñâèì ïî§èìà (íà ïðèìåð ïðèëèêîì
âåðèôèêàöèjå ñîôòâåðà) àëè îíè ìîãó áèòè âåîìà êîðèñíè è ó òîêó ñàìîã
ïðîöåñà äîêàçèâà»à. Òàêî¢å, ìàòåìàòè÷àðèìà ÷åñòî íèjå öè§ äîáèjà»å ñàìî
äà/íå îäãîâîðà íà ïèòà»å äà ëè jå íåêî òâð¢å»å òåîðåìà âå£ èì jå öè§ äîáèjà»å
jàñíîã è èíòóèòèâíîã äîêàçà òå òåîðåìå.
Êîõåðåíòíà ëîãèêà äîïóøòà êîðèø£å»å åãçèñòåíöèjàëíèõ êâàíòèôèêàòîðà
ó çàê§ó÷êó ôîðìóëå, ïà ñå ìîæå ñìàòðàòè ïðîøèðå»åì (íàäãðàä»îì)
ðåçîëóöèjñêå ëîãèêå. Çà ðàçëèêó îä äîêàçèâà»à ìåòîäîì ðåçîëóöèjå, òâð¢å»å
êîjå ñå äîêàçójå ñå íå ìå»à è äèðåêòíî ñå äîêàçójå (ïîáèjà»å, Ñêîëåìèçàöèjà
è ïðåâî¢å»å ó êëàóçàëíó ôîðìó ñå íå êîðèñòè). Îòóäà ñó äîêàçè ó îêâèðó
êîõåðåíòíå ëîãèêå ïðèðîäíè è èíòóèòèâíè, ðåçîíîâà»å jå èíòóèöèîíèñòè÷êî,
à ÷èò§èâè è ôîðìàëíè äîêàçè (ó ñòèëó óëàí÷àâà»à óíàïðåä è ïðèðîäíå
äåäóêöèjå) ñå jåäíîñòàâíî äîáèjàjó. Ãåíåðèñà»å ÷èò§èâèõ äîêàçà ó îêâèðó
êîõåðåíòíå ëîãèêå £å áèòè äåòà§íî îïèñàíè ó ïîãëàâ§ó 4.2.
Äîêàçèâà÷ êîjè ñó íàïðàâèëè Ãàíñàëèíãàì è Ãàóåðñ [35] ãåíåðèøå ôîðìàò
èçëàçà äîêàçà êîjè jå ÷èò§èâ çà ÷îâåêà. Ïðàâèëà èçâî¢å»à ïðåäëîæåíà ó
»èõîâîì ðàäó âåîìà ëè÷å íà ïðàâèëà êîðèø£åíà ó ñèñòåìó çà äîêàçèâà»å
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êîjè ñå çàñíèâà íà êîõåðåíòíîj ëîãèöè (êîjè £å áèòè îïèñàí ó íàñòàâêó òåçå).8
Èàêî »èõîâ ñèñòåì ðàäè ñà ëîãèêîì ïðâîã ðåäà ñà èäåjîì äà óê§ó÷å è íåêà
ñâîjñòâà ëîãèêå äðóãîã ðåäà (øòî áè òàêî¢å áèëî ìîãó£å óðàäèòè è çà êîõåðåíòíó
ëîãèêó), íà îñíîâó äîïðèíîñà »èõîâîã ðàäà äåëójå äà »èõîâ äîñàäàø»è ðàä
òàêî¢å ïðèïàäà ôðàãìåíòó êîõåðåíòíå ëîãèêå, ñ îáçèðîì íà òî äà ñó äîêàçè
êîðèø£å»åì êîíòðàïîçèöèjå è êîíòðàäèêöèjå ïëàíèðàíè çà áóäó£íîñò.
Êàäà jå ðå÷ î äîáèjà»ó ÷èò§èâèõ äîêàçà, àëòåðíàòèâà êîðèø£å»ó
äîêàçèâà÷à çà êîõåðåíòíó ëîãèêó (èëè ñëè÷íèõ äîêàçèâà÷à ïðèëàãî¢åíèõ
÷èò§èâèì äîêàçèìà) áè áèëà êîðèø£å»å ìî£íèjèõ àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à
è ðåêîíñòðóêöèjà è ðåôàêòîðèñà»å äîêàçà [80, 10, 50]. Ìå¢óòèì, ïðîöåñ
ðåêîíñòðóèñà»à äîêàçà íà îñíîâó jàêî åôèêàñíîã è îïòèìèçîâàíîã äîêàçà
àóòîìàòñêîã äîêàçèâà÷à jå âåîìà òåæàê. Jåäàí îä ïðîáëåìàòè÷íèõ
êîðàêà áè áèëà äåñêîëåìèçàöèjà, òj. ðåêîíñòðóèñà»å äîêàçà íàñòàëîã èç
ñêîëåìèçîâàíå âåðçèjå ïî÷åòíîã ïðîáëåìà. Ó äîêàçèâà»ó áàçèðàíîì íà ìåòîäó
ðåçîëóöèjå, òðàíñôîðìèñà»å óëàçíå ôîðìóëå ó êîíjóíêòèâíó íîðìàëíó ôîðìó
è ñêîëåìèçàöèjà jå ïðâè êîðàê ó ïðîöåñó äîêàçèâà»à. Èàêî ðåçîëóöèjñêè
äîêàçèâà÷è ìîãó äîêàçàòè ìíîãî âå£è ñêóï òåîðåìà, äîêàçè êîjå îíè äàjó ìîãó
áèòè âåîìà íå÷èò§èâè. Ìå¢óòèì, ó öè§ó äîáèjà»à ÷èò§èâèõ äîêàçà, àóòî-
ìàòñêè äîêàçèâà÷è òåîðåìà ìîãó áèòè êîðèñíè ó âèäó ïðåäïðîöåñîðà êàäà ñå
êîðèñòå êàî ïîìî£ äîêàçèâà÷ó çà êîõåðåíòíó ëîãèêó.
Âàæíîñò ïîñòîjà»à ÷èò§èâèõ äîêàçà ñå âèäè è êðîç èçìåíå íàñòàëå ó
îêâèðó jåçèêà çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà. Âå£èíà èíòåðàêòèâíèõ
äîêàçèâà÷à òåîðåìà êîðèñòå ñêðèïòå êîjå åêñïëèöèòíî íàâîäå ñïèñàê ñâèõ
àêñèîìà è ïðàâèëà èçâî¢å»à êîjà ñå êîðèñòå ó ñâàêîì êîðàêó äîêàçèâà»à øòî
çíàòíî îëàêøàâà ïðà£å»å ñàìîã òîêà äîêàçà. Ó îêâèðó äîêàçèâà÷à Isabelle
ðàçâèjåí jå Isar (The Intelligible semiautomated reasoning) [96], äåêëàðàòèâíè
jåçèê êîjè ïðåäñòàâ§à àëòåðíàòèâó òðàäèöèîíàëíèì ñêðèïòîâèìà è òàêòèêàìà
è îáåçáå¢ójå ïèñà»å äîêàçà êîjè ñó ðàçóì§èâè è ïîãîäíè çà ÷èòà»å êàêî
ðà÷óíàðèìà òàêî è §óäèìà. åãîâà ïîjàâà çíàòíî îëàêøàâà óïîòðåáó
èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à òåîðåìà è ñìà»ójå jàç êîjè ïîñòîjè èçìå¢ó èíòåðíèõ
ïîjìîâà äîêàçà êîjè ñå êîðèñòå îä ñòðàíå èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à òåîðåìà
è îäãîâàðàjó£åã íèâîà àïñòðàêöèjå êîjè jå ïîòðåáàí çà óäîáàí ðàä êðàj»åã
êîðèñíèêà.
8Íà ïðèìåð, »èõîâî ïðàâèëî splitDisjunctiveHypothesis îäãîâàðà íàøåì ïðàâèëó case split ,
ïðàâèëî deleteDoneDisjunct îäãîâàðà íàøåì ïðàâèëó as, ïðàâèëî removeTarget îäãîâàðà as
(ñà äóæèíîì ~y âå£îì îä 0), forwardsReasoning îäãîâàðà ïðàâèëó mp. Âèäåòè ïîãëàâ§å 4.2.
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In this section, dierent axiomatic systems for Euclidean geometry are presented.
Starting with well-known systems given by Euclid, Hilbert and Tarski and going
through to the modern axiomatic system developed by Jeremy Avigad. Euclid was
the rst to use axiomatic methods in mathematics in his book Elements [44]. Later,
Hilbert introduced axiom system for elementary geometry that xed many aws and
weaknesses of Euclid's system [45] in his seminal book Der Grundlagen der Geome-
trie. In mid-twentieth century, Tarski presented a new, rst-order axiomatization
for elementary geometry along with a decision procedure for that theory [91, 79].
Development of dierent axiomatic systems is still an ongoing process as Jeremy
Avigad, Edward Dean, and John Mumma presented in 2009 a new axiomatic sys-
tem E for Euclid's Elements [3]. All these axiomatic systems are used within this
thesis.
An overview of interactive theorem provers and automated theorem provers and
their use in geometry is given. Interactive theorem provers (or proof assistants)
are used for proving mathematical theorems in a rigorous and machine veriable
way. They have wide range of application, starting from proving extremely complex
conjectures about software correctness [42, 39] to dierent projects for formaliza-
tion of mathematics. The most popular theorem proving assistants nowadays are
Isabelle [68], Coq [93], and Mizar [99]. Automated theorem provers have reached
high levels of maturity and can be used to prove (or disprove) extremely dicult
as well as huge conjectures (involving hundreds of thousands of variables) coming
from various areas of mathematics and industrial applications. Proof arguments of
automated theorem provers are not fully trusted and they are, in the last few years,
more frequently used in a conjunction with an interactive theorem prover (which
veries the output of automated theorem prover). In this conjunction automated
theorem provers can be used to handle technical conjectures and also to reveal what
axioms and lemmas are sucient for proving a theorem.
Coherent logic is the underlying logic behind all contributions of this thesis. Co-
herent logic is essentially the modied Horn fragment which allows having a whole
disjunction of existentially quantied conjunctions of atoms within the conclusion.
Coherent logic can be considered as an extension of resolution logic, but in contrast
to the resolution-based proving, the conjecture being proved is left unchanged and
is proved directly. Thus it is suitable for expressing many mathematical theories,
especially geometry9, while allowing for the construction of natural, intuitive, hu-
9It is used, for instance, by Avigad et.al. in the context of a new axiomatic foundations of
Euclidean geometry [3], by Ganesalingam and Gowers in the context of importance of automated
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man readable proofs (in the style of forward reasoning and as a variant of natural
deduction) [8].
Formulas of the coherent logic are implicitly universally quantied formulas of
the following form:
A1 ∧ . . . ∧ An ⇒ ∃ ~x1B1 ∨ . . . ∨ ∃ ~xmBm (2.2)
where 0 ≤ n, 0 ≤ m, ~x denotes a sequence of variables x1, x2, . . . , xk (0 ≤ k), Ai
(1 ≤ i ≤ n) denotes an atomic formula, and Bj (çà 1 ≤ j ≤ m) denotes conjunction
of atomic formulae.
In projects for formalizing mathematical knowledge, apart from the issue of
trusted proofs (guaranteed by proof assistants) and the issue of automation (pro-
vided by automated theorem provers), there is also an issue of readable proofs.
Having readable proofs is often not important in elds such as software verication,
but they are essential in everyday mathematical practice. For mathematicians and
in education, the main goal is often a clear and intuitive proof of a theorem, that
serves not only as a justication, but more importantly as an explanation.
generation of readable proofs [35], by Tarski in the context of geometry [79], etc.
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Äîêàçèâà÷ ArgoCLP è ïðîøèðå»à
Èíòåðàêòèâíî è àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà èìàjó ðàçëè÷èòå ïðè-
ìåíå êîjå óñìåðàâàjó »èõîâ ðàçâîj. Èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà
ñå ïðâåíñòâåíî êîðèñòè ïðèëèêîì ïðàâ§å»à êîðïóñà âåðèôèêîâàíîã
ìàòåìàòè÷êîã çíà»à, äîê àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà èìà ðàçíå ïðè-
ìåíå ó îáðàçîâà»ó è èíäóñòðèjè (çà ãåíåðèñà»å äîêàçà ó îêâèðó äèíàìè÷êèõ
ñîôòâåðà çà ãåîìåòðèjó, èëè ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå ïîòðåáíî ïðîâåðèòè äà ëè
jå íåêî òâð¢å»å òåîðåìà, áåç ïîñòîjà»à ÷èò§èâîã äîêàçà). Èàêî ñó òè íà÷èíè
êîðèø£å»à äîñòà ðàçëè÷èòè ïîñòîjå îáëàñòè ó êîjèìà áè áèëî êîðèñíî èìàòè è
jåäíî è äðóãî è jàâ§à ñå èäåjà êðåèðà»à åôèêàñíîã ñèñòåìà êîjè áè àóòîìàòñêè
ãåíåðèñàî ôîðìàëíå, ìàøèíñêè ïðîâåðèâå äîêàçå íàëèê òðàäèöèîíàëíèì
äîêàçèìà êîjè ñå ìîãó íà£è ó ó¶áåíèöèìà.
Jåäàí îä äîïðèíîñà îâå òåçå jå êðåèðà»å àóòîìàòñêîã äîêàçèâà÷à áàçèðàíîã
íà êîõåðåíòíîj ëîãèöè  ArgoCLP (Automated Reasoning GrOup Coherent
Logic Prover) êîjè ãåíåðèøå è òðàäèöèîíàëíå (÷èò§èâå) äîêàçå è ôîðìàëíå
(ìàøèíñêè ïðîâåðèâå) äîêàçå [83]. Ãåíåðèñàíè äîêàçè (êîjè ñå ñàñòîjå îä
äåòà§íèõ êîðàêà èçâî¢å»à) âåîìà ëè÷å íà äîêàçå êîjè ñå íàëàçå ó ñòàíäàðäíèì
ó¶áåíèöèìà.
Äîêàçèâà÷ jå ïðâåíñòâåíî íàìå»åí çà äîêàçèâà»å ó ãåîìåòðèjè (ó îêâèðó
ðàçëè÷èòèõ àêñèîìàòñêèõ ñèñòåìà), àëè íèjå îãðàíè÷åí íà äîìåí ãåîìåòðèjå.
Òåîðåìå êîjå îâàj äîêàçèâà÷ ìîæå äà äîêàæå ñó íàj÷åø£å ðåëàòèâíî jåäíîñòàâíå
òåîðåìå èëè òåîðåìå êîjå ñó íàñòàëå êàî ìîäèôèêàöèjà îäðå¢åíèõ àêñèîìà (è
ó òîì ñëó÷àjó áè ñå äîêàçèâà÷ ìîãàî êîðèñòèòè äà îïðàâäà óâî¢å»å òàêâèõ
ìîäèôèêàöèjà). Îñèì òîãà, äîêàçèâà÷ ìîæå äà ñëóæè êàî àñèñòåíò ó ïðîöåñó
äîêàçèâà»à, òàêî øòî áè ñå êîðèñòèî çà äîêàçèâà»å òåæèõ òåîðåìà íàêîí
»èõîâîã ðàçáèjà»à íà íåêîëèêî jåäíîñòàâíèjèõ, ïîìî£íèõ ëåìà.
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Äîêàçèâà÷ ÀrgoCLP jå ãåíåðè÷êè1 àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷ òåîðåìà êîjè
ñå áàçèðà íà êîõåðåíòíîj ëîãèöè è ìîæå ðàäèòè ñà ïðîèçâî§íèì ñêóïîì
êîõåðåíòíèõ àêñèîìà. åãîâ àëãîðèòàì ñå çàñíèâà íà jåäíîñòàâíîj ïðîöåäóðè
óëàí÷àâà»à óíàïðåä è êîðèñòè èòåðàòèâíî ïîâå£à»å ïðîñòîðà ïðåòðàãå (for-
ward chaining and iterative deepening). Óëàç çà äîêàçèâà÷ ñå ìîæå çàäàòè ó
TPTP ôîðìàòó2 (èëè ó ôîðìàòó êîjè jå ñïåöèjàëíî êðåèðàí çà çàïèñ ôîðìóëà
ó äîêàçèâà÷ó ArgoCLP) è äàjå èçëàç ó îäãîâàðàjó£åì XML ôîðìàòó (êàî è
äèðåêòíî äîáèjåíå äîêàçå çàïèñàíå íà jåçèêó èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à òåîðåìà
Isabelle è äîêàçå çàïèñàíå íà åíãëåñêîì jåçèêó). Èçëàçíè XML ôîðìàò ñå äà§å
ïðåâîäè êîðèø£å»åì XSLT àëàòà, è ìîæå áèòè ïðåâåäåí ó äîêàçå çàïèñàíå ó
jåçèêó äîêàçèâà÷à çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà Isabelle/Isar è Coq è ó
äîêàçå çàïèñàíå íà ïðèðîäíîì jåçèêó3 (Åíãëåñêîì) ôîðìàòèðàíå ó LATEX-ó èëè
ôîðìàòèðàíå ó HTML-ó [82].
Jåäíà îä òåîðåìà èç ê»èãå Òàðñêîã è »åí äîêàç çàïèñàí íà åíãëåñêîì jåçèêó
ñó äàòè ó íàñòàâêó òåêñòà:
1Ñêóï àêñèîìà êîjè ñå êîðèñòè ó îêâèðó äîêàçèâà÷à íèjå ÷âðñòî óãðà¢åí ó ñàì äîêàçèâà÷
âå£ ñå óíîñè êðîç çàñåáíå äàòîòåêå.
2http://www.cs.miami.edu/~tptp/
3Äîêàçè íà ïðèðîäíîì jåçèêó ñó çàïèñàíè êîðèñòå£è ìàëè ñêóï ðå÷åíèöà ôèêñèðàíå
êîíñòðóêöèjå.
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Teorema 3.1 (th 4 19) Assuming that bet(A,B,C) and AB ∼= AD and CB ∼=
CD it holds that B = D.
Proof:
1. It holds that bet(B,A,A) (using th 3 1).
2. From the fact(s) bet(A,B,C) it holds that col(C,A,B) (using ax 4 10 3).
3. From the fact(s) AB ∼= AD it holds that AD ∼= AB (using th 2 2).
4. It holds that A = B or A 6= B.
5. Assume that: A = B.
6. From the fact(s) AD ∼= AB and A = B it holds that AD ∼= AA.
7. From the fact(s) AD ∼= AA it holds that A = D (using ax 3).
8. From the fact(s) A = B and A = D it holds that B = D.
9. The conclusion follows from the fact(s) B = D.
10. Assume that: A 6= B.
11. It holds that A = C or A 6= C.
12. Assume that: A = C.
13. From the fact(s) bet(A,B,C) and A = C it holds that bet(A,B,A).
14. From the fact(s) bet(A,B,A) and bet(B,A,A) it holds that A = B (using
th 3 4).
15. From the fact(s) A 6= B and A = B we get contradiction.
16. Assume that: A 6= C.
17. From the fact(s) A 6= C it holds that C 6= A.
18. From the fact(s) C 6= A and col(C,A,B) and CB ∼= CD and AB ∼= AD
it holds that B = D (using th 4 18).
19. The conclusion follows from the fact(s) B = D.
20. The conclusion follows in all cases.
21. The conclusion follows in all cases.
QED
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3.1.1 Îñíîâíà ïðîöåäóðà ïðåòðàæèâà»à
Îñíîâíà ïðîöåäóðà ïðåòðàæèâà»à jå jåäíîñòàâíà ïðîöåäóðà óëàí÷àâà»à
óíàïðåä ñà èòåðàòèâíèì ïîâå£àâà»åì ïðîñòîðà ïðåòðàãå. Êîðèñíèê çàäàjå
äîêàçèâà÷ó òåîðèjó ñà êîjîì ðàäè: jåçèê òåîðèjå, »åíó ñèãíàòóðó, àêñèîìå òå-
îðèjå è òâð¢å»å êîjå ñå äîêàçójå. Äîäàòíå äåôèíèöèjå êîjå êîðèñíèê æåëè äà
êîðèñòè ñå ôîðìóëèøó è êîðèñòå ó ôîðìè äîäàòíèõ àêñèîìà.
Çà ñâå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå, êîjè ñå jàâ§àjó ó ñèãíàòóðè òåîðèjå, ãåíåðèøó ñå
ãðàíàjó£å àêñèîìå îáëèêà R(~x)∨R(~x). Ñêóï ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà ñå îäðå¢ójå
ó çàâèñíîñòè îä òîãà êîjè ôîðìàò ñå êîðèñòè çà çàäàâà»å òåîðèjå. Ó ñëó÷àjó
äà jå òåîðèjà (ñêóï äåôèíèöèjà, àêñèîìà è òâð¢å»å êîjå ñå äîêàçójå) çàäàòà ó
TPTP ôîðìàòó, ñêóï ïðåäèêàòà ñå çàäàjå èìïëèöèòíî êðîç ñêóï òâð¢å»à êîjè
ñå íàâîäè. Ó ñëó÷àjó äà ñå òåîðèjà çàäàjå êðîç íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ äàòîòåêà
ïîñòîjà£å ïîñåáíà äàòîòåêà êîjà £å ñàäðæàòè ñêóï ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà òåî-
ðèjå.
Àêñèîìå ñå ïðèìå»ójó ïðåìà ïðàâèëó èçâî¢å»à êîõåðåíòíå ëîãèêå, îïèñàíîì
ó ïîãëàâ§ó 2.4.1. Ðåäîñëåä êîjèì ñå ïðèìå»ójó àêñèîìå ñå ìîæå îïèñàòè
ïðèíöèïîì âîäîïàäà  äîêàçèâà÷ ïîêóøàâà äà ïðèìåíè jåäíó îä àêñèîìà
ðåäîñëåäîì êîjèì ñó îíå çàäàòå ó óëàçíîj äàòîòåöè. Êàäà ñå jåäíà îä àêñèîìà
óñïåøíî ïðèìåíè, ïðåòðàãà çà ñëåäå£îì àêñèîìîì ïî÷è»å îä ïî÷åòêà, îä ïðâå
àêñèîìå.
Ñâå êîíñòàíòå óâåäåíå ïðåìèñàìà òâð¢å»à êîjå ñå äîêàçójå èëè ïðèìåíîì
àêñèîìà ñå íóìåðèøó ó òîêó èçâðøàâà»à ïðîãðàìà. Ó îêâèðó äîêàçèâà÷à
ñå êîðèñòè âðåäíîñò s ñïåöèjàëíî íàìå»åíà êîíòðîëèñà»ó ïðèìåíå àêñèîìà.
Àêñèîìà ñå ïðèìå»ójå ñàìî àêî ñó ñâå »åíå (óíèâåðçàëíî êâàíòèôèêîâàíå) ïðî-
ìåí§èâå óïàðåíå ñà êîíñòàíòàìà ÷èjè jå ðåäíè áðîj ìà»è îä s (îâîì ïðèëèêîì
ñå âðøè èíñòàíöèðà»å ïðîìåí§èâèõ íà ñâå ìîãó£å íà÷èíå äî âðåäíîñòè s). Íà
ïî÷åòêó ïðîöåñà äîêàçèâà»à, s jå jåäíàêî áðîjó êîíñòàíòè êîjå ñå ïîjàâ§ójó ó
ïðåìèñè òâð¢å»à êîjå ñå äîêàçójå. åãîâà âðåäíîñò ñå ïîâå£àâà ñàìî ó ñëó÷àjó
äà íè jåäíà àêñèîìà íå ìîæå áèòè ïðèìå»åíà íàä òðåíóòíèì ñêóïîì äîçâî§åíèõ
êîíñòàíòè (äîçâî§åíå êîíñòàíòå ñó îíå ÷èjè jå ðåäíè áðîj ìà»è îä s).
Ó ñëó÷àjó äà ñå çàê§ó÷öè òâð¢å»à êîjå ñå äîêàçójå ìîãó èíñòàíöèðàòè òàêî
äà èíñòàíöèðàíå ÷è»åíèöå ïðèïàäàjó òåêó£åì ñêóïó ÷è»åíèöà, êàæåìî äà jå
òâð¢å»å äîêàçàíî. Ó ñëó÷àjó äà ñå ó äîêàçó òåîðåìå ïîjàâèëî ãðàíà»å, êàæåìî
äà jå òåîðåìà äîêàçàíà àêî jå ñâàêà ãðàíà çàòâîðåíà èëè çàê§ó÷êîì òåîðåìå
èëè êîíòðàäèêöèjîì. Ó ñëó÷àjåâèìà êàäà òâð¢å»å êîjå ñå äîêàçójå íèjå òåîðåìà
ìîæå ñå äåñèòè äà ñå ïðîöåñ äîêàçèâà»à íèêàä íå çàâðøè èëè äà äîêàçèâà÷ íå
ìîæå äà ïðèìåíè âèøå íè jåäíó àêñèîìó íà òåêó£è ñêóï ÷è»åíèöà.
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Mîæå ñå ïîêàçàòè äà jå îâà ïðîöåäóðà ïðåòðàãå ñàãëàñíà è ïîòïóíà ó îäíîñó
íà ñêóï ïðàâèëà ïðåäñòàâ§åí ó ïîãëàâ§ó 2.4.1, òj. ôîðìóëà F jå äîêàçèâà
àêî è ñàìî àêî jå F òåîðåìà êîõåðåíòíå ëîãèêå. È ïîðåä ïîñòîjà»à ñâîjñòâà
ïîòïóíîñòè, äîêàçèâà»å êîìïëåêñíèõ òâð¢å»à îäðå¢åíèõ òåîðèjà jå íàj÷åø£å
íåìîãó£å ñà îñíîâíîì ïðîöåäóðîì ïðåòðàãå (òà÷íèjå íåìîãó£å êàä ñå óçìó ó
îáçèð ïðîñòîðíà è âðåìåíñêà îãðàíè÷å»à).
3.1.2 Íàïðåäíà ïðîöåäóðà ïðåòðàæèâà»à
Îñíîâíà ïðîöåäóðà ïðåòðàæèâà»à íèjå åôèêàñíà. Jåäàí îä ðàçëîãà jå
ïîòåíöèjàëíî âåëèêè áðîj ñâåäîêà êîjè ñå óâîäå ïðèëèêîì ïðèìåíå íîâèõ
àêñèîìà, à äðóãè jå ãåíåðèñà»å âåëèêîã áðîjà èðåëåâàíòíèõ ÷è»åíèöà.
×è»åíèöà ñå ñìàòðà èðåëåâàíòíîì àêî ñå »åíèì åëèìèíèñà»åì íå íàðóøàâà
äîêàç òâð¢å»à. Åôèêàñíîñò îñíîâíå ïðîöåäóðå ïðåòðàæèâà»à ñå ìîæå
ïîïðàâèòè áåç óãðîæàâà»à ñâîjñòâà ïîòïóíîñòè. Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè
íàâåäåíî íåêîëèêî íà÷èíà êîjè ñó ïðâåíñòâåíî óñìåðåíè íà ñìà»å»å ïðîñòîðà
ïðåòðàãå (òj. íà áðîj ñâåäîêà óâåäåíèõ ó òîêó ïðîöåäóðå äîêàçèâà»à) è
êîíòðîëèñà»å áðîjà óâåäåíèõ ÷è»åíèöà (êîjè ìîæå áèòè åêñïîíåíöèjàëíî âå-
ëèêè ó îäíîñó íà áðîj ïî÷åòíèõ ÷è»åíèöà).
Ðåäîñëåä àêñèîìà. Jåäàí îä íà÷èíà ñìà»å»à áðîjà èðåëåâàíòíèõ ÷è»åíèöà
jåñòå óâî¢å»å ìà»åã áðîjà ñâåäîêà. Êàêî ñå ñâåäîöè óâîäå ïðîäóêòèâíèì
àêñèîìàìà, »èõîâà øòî êàñíèjà ïðèìåíà ó òîêó ïðîöåñà äîêàçèâà»à ìîæå
óòèöàòè íà åôèêàñíîñò äîêàçèâà÷à. Ó îñíîâíîj ïðîöåäóðè ïðåòðàæèâà»à
ïðîäóêòèâíå àêñèîìå ñå ïðèìå»ójó íà èñòè íà÷èí êàî è îñòàëå àêñèîìå
àëè ñå ïîêàçójå äà jå áî§å ôîðñèðàòè »èõîâó øòî êàñíèjó ïðèìåíó (íàêîí
èñöðïíå ïðèìåíå ñâèõ íåïðîäóêòèâíèõ àêñèîìà).
Àêñèîìå êîjå ñå çàäàjó äîêàçèâà÷ó ñó ôîðìóëå êîõåðåíòíå ëîãèêå è
ïðèïàäàjó jåäíîj îä íàðåäíèõ ãðóïà. Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà jå n ≥ 0 (îñèì
çà òðå£ó è ÷åòâðòó ãðóïó ãäå ñå ïðåòïîñòàâ§à äà jå n > 0), m > 1, ~x
îçíà÷àâà íèç ïðîìåí§èâèõ x1, x2, . . . , xk (0 ≤ k), Ai (çà 1 ≤ i ≤ n) îçíà÷àâà
àòîìè÷êå ôîðìóëå (ó êîjèìà ñå ïîjàâ§ójå íóëà èëè âèøå ïðîìåí§èâèõ èç
~x), ~y îçíà÷àâà íèç ïðîìåí§èâèõ y1, y2, . . . , yl (0 ≤ l), è Bj (çà 1 ≤ j ≤ m)
îçíà÷àâà êîíjóíêöèjó àòîìè÷êèõ ôîðìóëà (ó êîjèìà ñå ïîjàâ§ójå íóëà èëè
âèøå ïðîìåí§èâèõ èç ~x è ~y).
íåïðîäóêòèâíå íåãðàíàjó£å àêñèîìå: A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x)⇒ B(~x)
íåïðîäóêòèâíå ãðàíàjó£å àêñèîìå: A1(~x)∧ . . .∧An(~x)⇒ B1(~x)∨ . . .∨
Bm(~x)
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ïðîäóêòèâíå íåãðàíàjó£å àêñèîìå: A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x)⇒ ∃~y B(~x, ~y)
ïðîäóêòèâíå ãðàíàjó£å àêñèîìå: A1(~x)∧ . . .∧An(~x)⇒ ∃~y1 B1(~x, ~y1)∨
. . . ∨ ∃~ym Bm(~x, ~ym)
jàêî ïðîäóêòèâíå íåãðàíàjó£å àêñèîìå: ∃~y B(~y)
jàêî ïðîäóêòèâíå ãðàíàjó£å àêñèîìå: ∃~y1 B1(~y1) ∨ . . . ∨ ∃~ym Bm(~ym)
Íà îñíîâó ñàìîã çàïèñà àêñèîìå ìîæå ñå jåäèíñòâåíî îäðåäèòè »åí òèï,
îäíîñíî ìîæå ñå îäðåäèòè êîjîj ãðóïè àêñèîìà ïðèïàäà. Ñâàêà ãðóïà
àêñèîìà èìà ñâîj ïðèîðèòåò êîjè îäãîâàðà ðåäîñëåäó êîjèì ñó íàâåäåíå
ãðóïå àêñèîìà ó ïðåòõîäíîj ëèñòè. Óíóòàð ñâàêå ãðóïå ðåäîñëåä àêñèîìà
íå£å áèòè ìå»àí ó îäíîñó íà ðåäîñëåä êîjè jå èíèöèjàëíî çàäàò (èàêî
ïðîìåíà ðåäîñëåäà àêñèîìà óíóòàð ãðóïå ìîæå óòèöàòè íà åôèêàñíîñò
äîêàçèâà÷à).
Ðàíî îäñåöà»å. Ïðèëèêîì ïðîâåðå äà ëè jå íåêà àêñèîìà ïðèìåí§èâà, íèjå
óâåê íåîïõîäíî èíñòàíöèðàòè ñâå »åíå ïðîìåí§èâå ïðå ïðîâåðå äà
ëè ñó ñâå ÷è»åíèöå èç çàê§ó÷êà âå£ èçâåäåíå. Óìåñòî òîãà ïðîâåðà
ïîñòîjà»à ðåëàòèâíèõ ÷è»åíèöà ìîæå ñå ïîìåðèòè íàjðàíèjå ìîãó£å, ñà
öè§åì îäáàöèâà»à îäðå¢åíèõ èíñòàíöèðà»à àêñèîìà è óáðçà»à ïðîöåñà
ïðåòðàãå. Ðåëåâàíòíå ÷è»åíèöå, ó îêâèðó ïðèìåíå àêñèîìå, £å áèòè
ïðîâåðàâàíå ÷èì ñó ñâè àðãóìåíòè òèõ ÷è»åíèöà èíñòàíöèðàíè.
Íà ïðèìåð, ïðèëèêîì ïðèìåíå íàðåäíå àêñèîìå 4:
point(A) ∧ point(B) ∧ line(L1) ∧ line(L2) ∧ inc po l(A,L1)∧ A 6= B ∧
inc po l(B,L1) ∧ inc po l(A,L2) ∧ inc po l(B,L2)⇒ L1 = L2
óìåñòî ïðîâåðå äà ëè jå àêñèîìà ïðèìåí§èâà íàêîí èíñòàíöèðà»à ñâèõ
ïðîìåí§èâèõ A, B, L1 è L2 ñà öåëîêóïíèì ñêóïîì äîçâî§åíèõ êîíñòàíòè,
ïðîâåðà ïðèìåí§èâîñòè îâå àêñèîìå ñå ìîæå èçâðøèòè ÷èì ñå ïðîìåí§èâå
A è L1 èíñòàíöèðàjó è ó ñëó÷àjó äà ÷è»åíèöà inc po l(A,L1) íèjå jîø óâåê
èçâåäåíà ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà òî èíñòàíöèðà»å íèjå óñïåøíî è ìîæå ñå
ïîêóøàòè ñà äðóãèì èíñòàíöèðà»åì.
Ðàçáèjà»å àêñèîìà êîjå óâîäå âèøå ñâåäîêà. Íà îñíîâó ïðàâèëà
îïèñàíèõ ó ïîãëàâ§ó 2.4.1, àêñèîìà:
4Ïðåäèêàòñêè ñèìáîë inc po l(A,L) îçíà÷àâà äà òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj L. Öåëîêóïàí
ñïèñàê ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà êîðèø£åí ïðèëèêîì çàïèñèâà»à àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà êîjè jå
êîðèø£åí çà åâàëóàöèjó äîêàçèâà÷à ñå íàëàçè ó äîäàòêó B.
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line(L1)⇒ ∃A∃B(point(A)∧ point(B)∧ inc po l(A,L1)∧ inc po l(B,L1)∧
A 6= B)
íå£å áèòè ïðèìå»åíà íà êîíêðåòíó ïðàâó P (êàäà èíñòàíöèðàìî ïðî-
ìåí§èâó L1) ó ñëó÷àjó äà âå£ ïîñòîjå êîíñòàíòå A è B òàêâå äà âàæè
point(A) ∧ point(B) ∧ inc po l(A,P ) ∧ inc po l(B,P ) ∧ A 6= B. Ìå¢óòèì,
ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà ëè òà àêñèîìà òðåáà áèòè ïðèìå»åíà ó ñëó÷àjó
êàäà ïîñòîjè êîíñòàíòà A òàêâà äà âàæè point(A) ∧ inc po l(A,P ), àëè
íå ïîñòîjè êîíñòàíòà B òàêâà äà âàæè point(B) ∧ inc po l(B,P ) ∧ A 6=
B. Ó ìàòåìàòè÷êèì ó¶áåíèöèìà, ïðèìåíà òå àêñèîìå ñå ó òîì ñëó÷àjó
ìàëî ìîäèôèêójå. Íå ïðèìå»ójå ñå ó ïîòïóíîñòè äàòà àêñèîìà, âå£
ñå íàj÷åø£å óâîäè ñàìî jåäíà íîâà êîíñòàíòà B è ÷è»åíèöå point(B) ∧
inc po l(B,P ) ∧ A 6= B. Êàêî áè, ñòðèêòíî ãëåäàíî, ïðèìåíà îâå àêñèîìå
óâåëà íîâå äâå êîíñòàíòå C è D, ïîòðåáíî jå ó àêñèîìàòñêè ñèñòåì äîäàòè
äîíåêëå èçìå»åíó âàðèjàíòó ïî÷åòíå àêñèîìå êîjà áè îïðàâäàëà îâàêàâ
êîðàê:
line(L1)∧point(A)∧inc po l(A,L1)⇒ ∃B(point(B)∧inc po l(B,L1)∧A 6=
B)
Îâàêâî òâð¢å»å jå êîðèñíî è èç ðàçëîãà åôèêàñíîñòè jåð óâîäè ìà»å
êîíñòàíòè îä ïî÷åòíå àêñèîìå. Ñòîãà £åìî, îñèì êîðèø£å»à ïî÷åòíå
àêñèîìå, ó ñêóï àêñèîìà äîäàòè è ïîìî£íó ëåìó. Îâà ëåìà áè òðåáàëà äà
èìà âå£è ïðèîðèòåò îä ïî÷åòíå àêñèîìå (äà áè äîêàçèâà÷ ïðâî ïîêóøàî
»ó äà ïðèìåíè).
Ñëè÷àí ìåõàíèçàì èçâî¢å»à íîâèõ ëåìà ìîæå áèòè ïðèìå»åí íà
ñâå àêñèîìå êîjå ó çàê§ó÷êó èìàjó âèøå îä jåäíîã åãçèñòåíöèjàëíîã
êâàíòèôèêàòîðà. Ïîñòóïàê ðàçáèjà»à òàêâèõ àêñèîìà íà íîâå ëåìå íèjå
óâåê òðèâèjàëàí êàî ó ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó è áè£å äåòà§íèjå îájàø»åí ó
ïîãëàâ§ó 3.4.2.
Òåîðèjà jåäíàêîñòè. Äîêàçèâà÷ ArgoCLP ïðóæà ïîäðøêó çà òåîðèjó
jåäíàêîñòè, àêî êîðèñíèê æåëè äà jå êîðèñòè. Òàäà ñå àêñèîìå jåäíàêîñòè
íå íàâîäå åêñïëèöèòíî. Îâàj ìåõàíèçàì jå ïîäðæàí êëàñàìà jåäíàêîñòè
íàä êîíñòàíòàìà. Ó ñâàêîì òðåíóòêó ó òîêó ðàäà ïðîãðàìà óìåñòî
êîðèø£å»à öåëå êëàñå îájåêàòà, êîðèñòè ñå ñàìî êàíîíñêè ïðåäñòàâíèê
òå êëàñå. Íà ïî÷åòêó ïðîöåñà äîêàçèâà»à ñâàêà êîíñòàíòà ïðåäñòàâ§à
jåäèíñòâåíó êëàñó è êëàñå ñå îäðæàâàjó óç ïîìî£ Òàðjàíîâå (Robert Tar-
jan) union-nd ñòðóêòóðå [90].
Íà ïðèìåð, àêî çà êîíñòàíòå A, P , Q è R âàæå ÷è»åíèöå point(A), line(P ),
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line(Q), plane(R), inc po l(A,P ), inc po l(Q,R), inc l pl(Q,R) è P = Q,
íàðåäíà àêñèîìà ìîæå áèòè ïðèìå»åíà:
point(X) ∧ line(L) ∧ plane(W ) ∧ inc po l(X,L) ∧ inc l pl(L,W ) ⇒
inc po pl(X,W )
íàä êîíñòàíòàìà X = A, L = P, W = R, è ÷è»åíèöà
inc po pl(A,R) £å áèòè èçâåäåíà. Íàèìå, ó ñëó÷àjó òàêâîã
èíñòàíöèðà»à ïðèëèêîì ïðîâåðå äà ëè âàæè ÷è»åíèöà
inc po l(P,R), ïðâî ñå îäðå¢ójó êàíîíñêè ïðåäñòàâíèöè çà P è R 
íåêà ñó òî íà ïðèìåð, Q è R  è êàêî ÷è»åíèöà inc po l(Q,R) âàæè,
àêñèîìà ìîæå áèòè ïðèìå»åíà.
Àêñèîìå jåäíàêîñòè íèñó êîðèø£åíå åêñïëèöèòíî òîêîì ïðîöåäóðå
äîêàçèâà»à, àëè £å áèòè ãåíåðèñàíå è êîðèø£åíå ïðèëèêîì êðåèðà»à
ïîòïóíîã (ìàøèíñêè ïðîâåðèâîã) äîêàçà. Îâè êîðàöè áè ñå ìîãëè
ôîðìàëíî ïðîâåðèòè è áåç åêñïëèöèòíîã íàâî¢å»à êîíêðåòíå àêñèîìå
jåäíàêîñòè (ïîøòî èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷è òåîðåìà èìàjó óãðà¢åíó
àêñèîìàòèçàöèjó ëîãèêå ñà jåäíàêîø£ó), àëè jå èíôîðìàöèjà î êîíêðåòíîj
àêñèîìè êîjà ñå êîðèñòè èïàê ñà÷óâàíà ó íàöðòó äîêàçà êîjè ãåíåðèøå
äîêàçèâà÷ ArgoCLP.
Ðàä ñà ñèìåòðè÷íèì ïðåäèêàòñêèì ñèìáîëèìà. Çà ïðåäèêàòñêè ñèìáîë
R êàæåìî äà jå ñèìåòðè÷àí àêî jå ñëåäå£å (óíèâåðçàëíî êâàíòèôèêîâàíî)
òâð¢å»å òà÷íî çà ñâàêî 1 ≤ i, j ≤ n:
R(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn)⇔ R(x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn)
Ïðèëèêîì ðàäà ñà ñèìåòðè÷íèì ïðåäèêàòñêèì ñèìáîëèìà äîâî§íî jå ðà-
çìàòðàòè ñàìî ïðåäñòàâíèêå ÷è»åíèöà. Íà ïðèìåð, óìåñòî ÷óâà»à äâåjó
÷è»åíèöà col(A,B,C) è col(C,B,A), äîâî§íî jå ÷óâàòè ñàìî ÷è»åíèöó
col(A,B,C) (ãäå col ïðåäñòàâ§à ðåëàöèjó êîëèíåàðíî). Ïðåäñòàâíèê êëàñå
÷è»åíèöà ìîæå áèòè îäðå¢åí íà ñëåäå£è íà÷èí: çàõâà§ójó£è íóìåðàöèjè
êîíñòàíòè, àðãóìåíòè ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà ñå ìîãó ñîðòèðàòè òàêî äà ñå
ìèíèìàëíà ïåðìóòàöèjà èçàáåðå êàî ïðåäñòàâíèê. Ïðåäñòàâíèê êëàñå ñå
îäðå¢ójå ñàìî ïðèëèêîì ðàäà ñà ñèìåòðè÷íèì ïðåäèêàòñêèì ñèìáîëèìà.
Îâàj ìåõàíèçàì ñå ìîæå êîìáèíîâàòè ñà ïîäðøêîì çà jåäíàêîñò îájåêàòà
äà áè ñå jîø âèøå ñìà»èî áðîj íåïîòðåáíî èçâåäåíèõ ÷è»åíèöà. Ñëè÷íî
êàî ó ñëó÷àjó àêñèîìà jåäíàêîñòè, ëåìå êîjå ñå òè÷ó ñèìåòðè÷íîñòè
ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà ñå íå êîðèñòå òîêîì ïðîöåñà äîêàçèâà»à, âå£ ñàìî
íà êðàjó ïðîöåñà äîêàçèâà»à ïðèëèêîì êðåèðà»à ïîòïóíîã (ìàøèíñêè
ïðîâåðèâîã) äîêàçà.
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Íà ïðèìåð, ó ñëó÷àjó ïîñòîjà»à êîíñòàíòè A, B, C è D (çà êîjå âàæå
÷è»åíèöå point(A), point(B), point(C) è point(D)) ñà íóìåðàöèjîì êîjîj
îäãîâàðà óðå¢å»å A < B < C < D, è ÷è»åíèöàìà ncol(C,B,D) è
col(A,D,C), íàêîí èçâî¢å»à ÷è»åíèöå A = B êëàñå åêâèâàëåíöèjå òà
äâà îájåêòà £å áèòè ñïîjåíå è áè£å îòêðèâåíà êîíòðàäèêöèjà. Íàèìå,
êàêî jå A ïðåäñòàâíèê êëàñå åêâèâàëåíöèjå êîjîj ïðèïàäàjó êîíñòàíòå A è
B, ïðåäñòàâíèê ÷è»åíèöå ncol(C,B,D) áè£å ncol(C,A,D). Çàõâà§ójó£è
ñâîjñòâó ñèìåòðèjå ïðåäñòàâíèê òå ÷è»åíèöå £å áèòè ncol(A,C,D). Ñà
äðóãå ñòðàíå, çàõâà§ójó£è ñâîjñòâó ñèìåòðèjå ïðåäñòàâíèê ÷è»åíèöå
col(A,D,C) £å áèòè col(A,C,D), ïà ñå èç ÷è»åíèöà ncol(A,C,D) è
col(A,C,D) ìîæå èçâåñòè êîíòðàäèêöèjà.
Èíôîðìàöèjà äà ëè jå íåêè ïðåäèêàòñêè ñèìáîë ñèìåòðè÷àí èëè íå,
ñå ìîæå ïðîâåðèòè àóòîìàòñêè (ó ôàçè ïðåòïðîöåñèðà»à) øòî £å áèòè
äåòà§íèjå îájàø»åíî ó ïîãëàâ§ó 3.4.1.
Êîðèø£å»å îâäå îïèñàíèõ òåõíèêà è äà§å íå£å ãàðàíòîâàòè íàëàæå»å
äîêàçà òåøêèõ òåîðåìà (ó ðàçóìíîì âðåìåíñêîì ðîêó). Îñèì òîãà, ìîãó£å jå
äà £å ãåíåðèñàíè äîêàçè è äà§å ñàäðæàòè íåêå èðåëåâàíòíå ÷è»åíèöå.
3.1.3 Òåõíèêå êîjå íå ÷óâàjó ñâîjñòâî ïîòïóíîñòè
Ó öè§ó ïîáî§øà»à åôèêàñíîñòè äîêàçèâà÷à, ïðèëèêîì äîêàçèâà»à
îäðå¢åíèõ òåîðåìà, ìîãó áèòè êîðèø£åíå è íåêå òåõíèêå êîjå íàðóøàâàjó
ïîòïóíîñò ïðîöåäóðå äîêàçèâà»à.
Îãðàíè÷àâà»å ãðàíàjó£èõ àêñèîìà. Ó îñíîâíîj ïðîöåäóðè ïðåòðàãå
ãðàíàjó£å àêñèîìå îáëèêà R(~x) ∨ R(~x) £å áèòè ãåíåðèñàíå è êîðèø£åíå
çà ñâå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå çàäàòå óíóòàð òåîðèjå ñà êîjîì ñå ðàäè.
Óìåñòî êîðèø£å»à îâàêâèõ àêñèîìà çà ñâå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå ìîãó£å
jå êîðèñòèòè ãðàíàjó£å àêñèîìå ñàìî çà ïðèìèòèâíå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå
(êîjè íèñó óâåäåíè äåôèíèöèjàìà ó îêâèðó òåîðèjå). Îñèì òîãà, ìîãó£å
jå äîêàçàòè äà ñå èçáàöèâà»åì ãðàíàjó£èõ àêñèîìà çà íåêå äåôèíèñàíå
ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå íå íàðóøàâà ïîòïóíîñò ïðîöåäóðå îäëó÷èâà»à [16].
Îãðàíè÷å»å ïðèìåíå àêñèîìà. Ó òîêó ïðîöåäóðå ïðåòðàæèâà»à ìîæå ñå
óâåñòè îãðàíè÷å»å íà ïðèìåíó ñàìî îíèõ àêñèîìà êîjå ñå ñàñòîjå ñàìî
îä ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà êîjè ñå ïîjàâ§ójó ó òâð¢å»ó êîjå ñå äîêàçójå.
Ìîæå ñå óâåñòè è áëàæå îãðàíè÷å»å è óâåñòè îãðàíè÷å»å íà ïðèìåíó
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ñàìî îíèõ àêñèîìà êîjå ó ñåáè ñàäðæå ìàêàð jåäàí ïðåäèêàòñêè ñèìáîë
êîjè ñå ïîjàâ§ójå ó òâð¢å»ó êîjå ñå äîêàçójå.
Îâà îãðàíè÷å»à, èàêî íàðóøàâàjó ñâîjñòâî ïîòïóíîñòè äîêàçèâà÷à íå
íàðóøàâàjó ñàãëàñíîñò è ìîãó ñå ïîêàçàòè êàî ïðåñóäíà ó ñëó÷àjó äîêàçèâà»à
îäðå¢åíèõ òåîðåìà. Äåøàâà ñå äà òåê ñà äîäàòíèì îãðàíè÷å»èìà äîêàçèâà÷
ïîñòàíå äîâî§íî ìî£àí äà äîêàæå òå òåîðåìå è ñà ïðàêòè÷íå ñòðàíå
íàðóøàâà»å ïîòïóíîñòè íà îâàj íà÷èí íåìà íåãàòèâíèõ ïîñëåäèöà.
3.2 Èìïëåìåíòàöèjà äîêàçèâà÷à è íà÷èí
êîðèø£å»à
Äîêàçèâà÷ ArgoCLP jå èìïëåìåíòèðàí ó ïðîãðàìñêîì jåçèêó C++. Ñàñòîjè
ñå îä îêî 5000 ëèíèjà êîäà êîjè jå îðãàíèçîâàí ó 23 êëàñå. Àêñèîìàòñêè ñèñòåì
êîjè ñå êîðèñòè, êàî è òåîðåìà êîjà ñå äîêàçójå ñå çàäàjó ïðîãðàìó êðîç ïîñåáíå
äàòîòåêå, òàêî äà ñå äîêàçèâà÷ ìîæå êîðèñòèòè çà ðàçíå òåîðèjå êîõåðåíòíå
ëîãèêå.
Ïîñòîjå äâà íà÷èíà çàäàâà»à òåîðèjå, êîðèø£å»åì TPTP ôîðìàòà5 [87] èëè
çàäàâà»åì òåîðèjå êðîç íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ äàòîòåêà ó ôîðìàòó êîjè £å áèòè
îïèñàí ó íàñòàâêó òåêñòà. È ó jåäíîì è ó äðóãîì ôîðìàòó ïîäðàçóìåâà ñå
äà ñó ñâå ôîðìóëå çàïèñàíå ó êîõåðåíòíîj ôîðìè, îäíîñíî äà ñó óíèâåðçàëíî
êâàíòèôèêîâàíå, äà ñå ó ïðåìèñàìà íàëàçè êîíjóíêöèjà àòîìè÷êèõ ôîðìóëà, à
ó çàê§ó÷êó ñå íàëàçè åãçèñòåíöèjàëíî êâàíòèôèêîâàíà äèñjóíêòèâíà íîðìàëíà
ôîðìà (ïðè ÷åìó åãçèñòåíöèjàëíè êâàíòèôèêàòîð ó çàê§ó÷êó íèjå îáàâåçàí).
Ïðèìåð çàäàâà»à ôîðìóëà ó TPTP ôîðìàòó. Èëóñòðàöèjå ðàäè
íàâåäåíà jå ñàìî jåäíà àêñèîìà è jåäíà äåôèíèöèjà, à íå öåëîêóïàí ñêóï
êîðèø£åí ïðèëèêîì äîêàçèâà»à íàâåäåíîã òâð¢å»à. Ó äàòîòåöè ñå ìîæå íà£è
ïðîèçâî§àí áðîj àêñèîìà è äåôèíèöèjà è ñàìî jåäíî òâð¢å»å êîjå ñå äîêàçójå.
Çàïèñ òâð¢å»à ïî÷è»å ê§ó÷íîì ðå÷jó fof. Ïðèëèêîì íàâî¢å»à àêñèîìà è äå-
ôèíèöèjà ïðâî ñå íàâîäè èìå àêñèîìå èëè äåôèíèöèjå ïà çàòèì ê§ó÷íà ðå÷
axiom, äîê ñå òâð¢å»å êîjå ñå äîêàçójå íàâîäè ñà ê§ó÷íèì ðå÷èìà goal è conjec-
ture. Íàêîí òîãà ñå íàâîäè ôîðìóëà çàïèñàíà ó êîõåðåíòíîì ôîðìàòó.
fof(ax_I1, axiom, (![A,B] : ((point(A) & point(B) & A!=B) =>
(?[L] : (line(L) & inc_po_l(A,L) & inc_po_l(B,L)))))).
fof(ax_D1, axiom, (![A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
5http://www.cs.miami.edu/~tptp/
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& line(L) & inc_po_l(A,L) & inc_po_l(B,L)
& inc_po_l(C,L)) => (col(A,B,C))))).
fof(goal, conjecture, (![A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & inc_po_l(A,L) & inc_po_l(B,L)
& bet(A,B,C)) => (inc_po_l(C,L))))).
Ïðèìåð çàäàâà»à ôîðìóëà ó ArgoCLP ôîðìàòó. Ó íàñòàâêó òåêñòà jå
ïðèêàçàí çàïèñ èñòîã ñêóïà òâð¢å»à êðîç íåêîëèêî äàòîòåêà êîjå ñå êîðèñòå.
Òå äàòîòåêå ñó:
Ñèãíàòóðà òåîðèjå: ó îêâèðó êîjå ñå íàâîäå èìåíà òèïîâà îájåêàòà, íàêîí
ê§ó÷íå ðå÷è types, íà ïðèìåð:
types point line plane
èçà êîjå ñëåäè ñïèñàê ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà çàjåäíî ñà ëèñòîì òèïîâà
àðãóìåíàòà çà ñâàêè ïðåäèêàòñêè ñèìáîë. Íà ïðèìåð, ïðåäèêàòñêè ñèìáîë
inc po l (òà÷êà ïðèïàäà ïðàâîj) ñå çàäàjå ó îáëèêó:
datatype inc_po_l point line
Îñèì òîãà, ïðåäèêàòñêè ñèìáîë eq type £å ñå êîðèñòèòè çà îçíà÷àâà»å
jåäíàêîñòè èçìå¢ó äâà îájåêòà òèïà type è »åãà êîðèñíèê íå ìîðà
åêñïëèöèòíî íàâîäèòè.










Ïðîìåí§èâå ñó ïðåäñòàâ§åíå ïðèðîäíèì áðîjåâèìà. Óíèâåðçàëíà
êâàíòèôèêàöèjà ñå ïîäðàçóìåâà, êàî è êîíjóíêöèjà è ó ïðåìèñàìà è ó
çàê§ó÷öèìà (äèñjóíêöèjà ìîðà áèòè åêñïëèöèòíî íàâåäåíà ñèìáîëîì | è
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äîçâî§åíà jå ñàìî ó çàê§ó÷êó). Ó íàâåäåíîì ïðèìåðó ïðîìåí§èâå 1 è
2, êîjå ñó óâåäåíå óíàðíèì ïðåäèêàòîì êîjè ïðåäñòàâ§à òèï òà÷êà, ñó
óíèâåðçàëíî êâàíòèôèêîâàíå. Ïðîìåí§èâà 3 ñå íàëàçè ó çàê§ó÷êó è îíà
jå åãçèñòåíöèjàëíî êâàíòèôèêîâàíà.
Ñêóï äåôèíèöèjà: ó îäðå¢åíèì òåîðèjàìà ñå êîðèñòè jàêî âåëèêè ñêóï äåôè-
íèöèjà êîjèìà ñå óâîäå íîâè ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè. Äåôèíèöèjå ñå êîðèñòå






















Òåõíèêå îïèñàíå ó ïîãëàâ§ó 3.1.2 êîjå ñå óâåê êîðèñòå ó äîêàçèâà÷ó ArgoCLP
ñó: ãðóïèñà»å àêñèîìà è äîäå§èâà»å ïðèîðèòåòà, ðàíî îäñåöà»å è ïîäðøêà
çà òåîðèjó jåäíàêîñòè. Ðàçáèjà»å àêñèîìà êîjå óâîäå âèøå ñâåäîêà, êàî è
êîðèø£å»å ñèìåòðè÷íèõ ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà ìîæå áèòè îáðà¢åíî ó ôàçè
ïðåòïðîöåñèðà»à íà íà÷èí êîjè £å áèòè íàêíàäíî îájàø»åí ó ïîãëàâ§ó 3.4.
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Îñèì çàäàâà»à òåîðèjå ó êîjîj ñå ðàäè è òåîðåìå êîjà ñå äîêàçójå, êîðèñíèê
èìà ìîãó£íîñò çàäàâà»à è äàòîòåêå çà êîíôèãóðàöèjó äîêàçèâà÷à. Óç ïîìî£
îâå äàòîòåêå êîðèñíèê èìà ìîãó£íîñò èçáîðà êîjå îä òåõíèêà èç ïîãëàâ§à 3.1.2
è 3.1.3 £å áèòè êîðèø£åíå. Ñêóï îïöèjà êîjè jå ïîíó¢åí êîðèñíèêó jå ñëåäå£è:
equality îïöèjà, àêî jå óê§ó÷åíà áè£å êîðèø£åíî jåäíàêîñíî ðåçîíîâà»å
óíóòàð äîêàçèâà÷à.
excluded middle îïöèjà, àêî jå óê§ó÷åíà, àêñèîìå èñê§ó÷å»à òðå£åã £å áèòè
êîðèø£åíå.
îïöèjå çà òåõíèêå êîjå íå î÷óâàâàjó ïîòïóíîñò ó îâîì ñëó÷àjó ó ïèòà»ó
jå íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ ïàðàìåòàðà ïà êîðèñíèê ìîæå èçàáðàòè: äà
ëè æåëè äà êîðèñòè ñàìî àêñèîìå êîjå ñó èñêàçàíå íàä ïðåäèêàòñêèì
ñèìáîëèìà èç òâð¢å»à êîjå ñå äîêàçójå; äà ëè æåëè äà êîðèñòè ñàìî
àêñèîìå êîjå ñàäðæå áàð jåäàí îä ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà èç òâð¢å»à êîjå ñå
äîêàçójå; äà ëè £å ñå áðîjà÷ s êîjè êîíòðîëèøå ïðèìåíó àêñèîìà óâå£àâàòè
ïðå ïðèìåíå jàêî ïðîäóêòèâíèõ àêñèîìà èëè íå.
Òîêîì ïðîöåñà äîêàçèâà»à, ArgoCLP ãåíåðèøå íàöðò äîêàçà êîjè ó ñåáè
ñàäðæè ñâå ðåëåâàíòíå èíôîðìàöèjå. Íà îñíîâó òîã íàöðòà äîêàçà ôîðìèðà ñå
èçëàçía XML äàòîòåêà î êîjîj £å áèòè âèøå ðå÷è ó ïîãëàâ§ó 4.2. Ïðå ãåíåðè-
ñà»à èçëàçíå äàòîòåêå, ó îêâèðó äîêàçèâà÷à ñå ïîçèâà äîäàòíè ìåõàíèçàì çà
åëèìèíèñà»å èðåëåâàíòíèõ êîðàêà äîêàçà [59] (óê§ó÷ójó£è è êîðàêå ãðàíà»à),
÷èìå ñå äîáèjà îïòèìèçîâàí ½÷èñò (÷åñòî çíàòíî êðà£è) íàöðò äîêàçà. Êîðàê
ãðàíà»à jå ðåëåâàíòàí ñàìî àêî îáå ãðàíå êîðèñòå ïðåòïîñòàâêå íàïðàâ§åíå
ãðàíà»åì, èíà÷å ñå ãðàíàjó£è êîðàê ìîæå çàìåíèòè ãðàíîì êîjà íå êîðèñòè
ïðåòïîñòàâêó ãðàíà»à.
Ïðèìåð 3.1 Ðàçìîòðèìî íàðåäíî òâð¢å»å: Íåêà ñó äàòå òðè ïðàâå p, q è r,
è ðàâàí α êîjà èõ ñàäðæè. Àêî âàæè äà ñó ïðàâå p è q ðàçëè÷èòå, è ïðàâå q è
r ðàçëè÷èòå, è ïðàâå p è q ñå íå ñåêó, è ïðàâå q è r ñå íå ñåêó è àêî ïîñòîjè
òà÷êà A êîjà ïðèïàäà ðàâíè α è ïðàâàìà p è r, îíäà ñó ïðàâå p è r jåäíàêå.
Çàïèñàíî ó Argo ôîðìàòó, îâî òâð¢å»å èçãëåäà îâàêî:
premises
# TH_8
% for three lines and a plane which contains them all holds that
% if first and second are distinct and second and third are distinct
% and first and second do not intersect and second and third do not
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% intersect and if there exists a point which belongs to the plane


















Ê§ó÷íè äåî ãåíåðèñàíîã (îïòèìèçîâàíîã) Isabelle/Isar äîêàçà jå ïðèêàçàí èñïîä:
...
lemma TH_8:
assumes "LI1 ~= LI2"
and "LI2 ~= LI3"
and "\<not>int_l_l LI1 LI2"
and "\<not>int_l_l LI2 LI3"
and "inc_l_pl LI1 PL1"
and "inc_l_pl LI2 PL1"
and "inc_l_pl LI3 PL1"
and "inc_po_pl PO1 PL1"
and "inc_po_l PO1 LI1"
and "inc_po_l PO1 LI3"
shows "LI1 = LI3"
proof -
(*1*)
have "LI1 = LI3 \<or> LI1 ~= LI3"
using ax_g_ex_mid_3 [of "LI1" "LI3"]
by auto
(*2*) moreover
{ assume "LI1 = LI3"
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} note note1 = this
(*4*) moreover
{ assume "LI1 ~= LI3"
(*5*) moreover
have "inc_po_l PO1 LI2 \<or> \<not>inc_po_l PO1 LI2"
using ax_g_ex_mid_7 [of "PO1" "LI2"]
by auto
(*6*) moreover
{ assume "inc_po_l PO1 LI2"
(*7*) moreover
from `LI1 ~= LI2` and `inc_po_l PO1 LI1` and `inc_po_l PO1 LI2`
have "int_l_l LI1 LI2"
using ax_D5 [of "LI1" "LI2" "PO1"]
by auto
(*8*) moreover







} note note2 = this
(*10*) moreover
{ assume "\<not>inc_po_l PO1 LI2"
(*11*) moreover
from `\<not>int_l_l LI1 LI2`
have "\<not>int_l_l LI2 LI1"
using ax_nint_l_l_21 [of "LI1" "LI2"]
by auto
(*12*) moreover
from `\<not>inc_po_l PO1 LI2` and `inc_po_pl PO1 PL1` and `inc_l_pl LI2 PL1`
and `inc_po_l PO1 LI1` and `inc_l_pl LI1 PL1` and `\<not>int_l_l LI2 LI1`
and `inc_po_l PO1 LI3` and `inc_l_pl LI3 PL1` and `\<not>int_l_l LI2 LI3`
have "LI1 = LI3"
using ax_E2 [of "PO1" "LI2" "PL1" "LI1" "LI3"]
by auto
(*13*) moreover









} note note3 = this







} note note4 = this







Äîêàç ãåíåðèñàí íà ïðèðîäíîì jåçèêó (íàêîí ïðîöåñà îïòèìèçàöèjå)
ñå íàëàçè ó íàñòàâêó òåêñòà. Äà áè äîêàçè áèëè âèøå íàëèê äîêàçèìà
ó ìàòåìàòè÷êèì ó¶áåíèöèìà, ìîãó ñå íàïðàâèòè äîäàòíå òðàíñôîðìàöèjå
ïðèëèêîì èñïèñà è äîêàçè ìîãó áèòè çàïèñàíè ó ôîðìè êîðèø£å»à
êîíòðàäèêöèjå (reductio ad absurdum [59]).
Theorem TH 8:
Assuming that p 6= q, and q 6= r, and the line p is incident to the plane α, and
the line q is incident to the plane α, and the line r is incident to the plane α, and
the lines p and q do not intersect, and the lines q and r do not intersect, and the
point A is incident to the plane α, and the point A is incident to the line p, and the
point A is incident to the line r, show that p = r.
Proof:
Let us prove that p = r by reductio ad absurdum.
1. Assume that p 6= r.
2. It holds that the point A is incident to the line q or the point A is not incident
to the line q (by axiom of excluded middle).
3. Assume that the point A is incident to the line q.
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4. From the facts that p 6= q, and the point A is incident to the line p, and
the point A is incident to the line q, it holds that the lines p and q intersect
(by axiom ax D5).
5. From the facts that the lines p and q intersect, and the lines p and q do
not intersect we get a contradiction.
Contradiction.
6. Assume that the point A is not incident to the line q.
7. From the facts that the lines p and q do not intersect, it holds that the
lines q and p do not intersect (by axiom ax nint l l 21).
8. From the facts that the point A is not incident to the line q, and the point
A is incident to the plane α, and the line q is incident to the plane α, and
the point A is incident to the line p, and the line p is incident to the plane
α, and the lines q and p do not intersect, and the point A is incident to the
line r, and the line r is incident to the plane α, and the lines q and r do not
intersect, it holds that p = r (by axiom ax E2).
9. From the facts that p = r, and p 6= r we get a contradiction.
Contradiction.
Therefore, it holds that p = r.
This proves the conjecture.
Theorem proved in 9 steps and in 0.02 s.
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Çà åâàëóàöèjó äîêàçèâà÷à ArgoCLP, êîðèø£åíà ñó ÷åòèðè àêñèîìàòñêà ñè-
ñòåìà çà åóêëèäñêó ãåîìåòðèjó ðàâíè è äîêàçèâà÷ jå ïðèìå»åí íàä äåñåòàê
òåîðåìà èç ñòàíäàðäíèõ óíèâåðçèòåòñêèõ ó¶áåíèêà çà ãåîìåòðèjó.
Ïðèëèêîì ðàäà ñà ðàçëè÷èòèì àêñèîìàòñêèì ñèñòåìèìà íèñó ìå»àíà
ïîäåøàâà»à äîêàçèâà÷à. Àêñèîìàòñêè ñèñòåìè êîjè ñó êîðèø£åíè ñó:
Õèëáåðòîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì [45], ñèñòåì Òàðñêîã [91, 79], ñèñòåì êîjè ñó
äåôèíèñàëè Áîðñóê è Øìèëåâ [14] è àêñèîìàòñêè ñèñòåì äîêàçèâà÷à Åóêëèä
(EUCLID [46]). Êîðèø£åíà jå óíèjà ñâèõ òèïîâà îájåêàòà è ïðåäèêàòñêèõ
ñèìáîëà êîjè ñó êîðèø£åíè ó ïîjåäèíà÷íèì àêñèîìàòñêèì ñèñòåìèìà. Îãðà-
íè÷å»å êîjå ñå íàìå£å jå ïðèðîäíî, à òî jå äà àêñèîìàòñêè ñèñòåì êîjè íå
ñàäðæè îäðå¢åíå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå íå ìîæå áèòè êîðèø£åí çà äîêàçèâà»å
ñâîjñòàâà òèõ ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà (íïð., àêñèîìàòñêè ñèñòåì Òàðñêîã, êîjè
êîðèñòè ñàìî òà÷êå, íå ìîæå áèòè êîðèø£åí çà äîêàçèâà»å ñâîjñòàâà ðåëàöèjå
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èíöèäåíöèjå èçìå¢ó òà÷êå è ïðàâå). Öåî ñêóï àêñèîìà îâèõ àêñèîìàòñêèõ ñè-
ñòåìà jå êîðèø£åí ó îâîì åêñïåðèìåíòó, îñèì àêñèîìà íåïðåêèäíîñòè (çáîã
»åíå ñëîæåíîñòè). Îâî îãðàíè÷å»å íèjå îä ïðåñóäíîã çíà÷àjà èç ðàçëîãà øòî
ñå âåëèêè äåî ãåîìåòðèjå ìîæå äîêàçàòè è áåç »èõ. Ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà áèëî
jå ïîòðåáíî ïðåôîðìóëèñàòè çàïèñ àêñèîìå, àëè jå âî¢åíî ðà÷óíà î òîìå äà ñå
çàäðæè îðèãèíàëíî çíà÷å»å àêñèîìå.
Ïðîöåäóðà çàïèñèâà»à àêñèîìà çà ïîòðåáå àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à íèjå
óâåê òðèâèjàëíà. Îðèãèíàëíå ôîðìóëàöèjå àêñèîìà êîjå ñå íàëàçå ó ê»èãàìà
ñó ÷åñòî íåïðåöèçíå è íåêè óñëîâè êîjè íåäîñòàjó ÷åñòî ñå ïîäðàçóìåâàjó. Íà
ïðèìåð, ó çàïèñó ñâîjèõ àêñèîìà, Õèëáåðò ïðèëèêîì óïîòðåáå ôðàçå ½äâå òà÷êå
ïðåòïîñòàâ§à äà ñó òå äâå òà÷êå ðàçëè÷èòå àëè íå íàâîäè òó èíôîðìàöèjó
åêñïëèöèòíî ïðèëèêîì çàïèñèâà»à àêñèîìà è òåîðåìà. Ëàóðà Ìåjêë è Æàê
Ôëîðèî ñó ïðâè èñòàêëè îâàj ïðîáëåì [60]. Ïðèëèêîì ðåøàâà»à ïðîáëåìà
òîã òèïà òðåáàëî áè âîäèòè ðà÷óíà î òîìå äà ëè ðàçëè÷èòå ìîäèôèêàöèjå
àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà ìå»àjó ñêóï òåîðåìà äîêàçèâèõ ó òîì ñèñòåìó. Îâàj ïðî-
áëåì íå£å áèòè ðàçìàòðàí ó îâîj òåçè.
Êàêî jå âå£ ïîêàçàíî [30], äîêàçè ìíîãèõ òâð¢å»à ó îêâèðó Õèëáåðòîâñêå
ãåîìåòðèjå êîðèñòå ïðàâèëî èñê§ó÷å»à òðå£åã, ïà ñå (ó ñêëàäó ñà ïðàâèëèìà
êîõåðåíòíå ëîãèêå) óâîäå àêñèîìå îáëèêà R(~x) ∨ R(~x) (çà ñâå ïðåäèêàòñêå
ñèìáîëå R). Ñà îâèì äîäàòêîì àêñèîìàòñêîì ñèñòåìó è äà§å îñòàjåìî ó îê-
âèðó èíòóèöèîíèñòè÷êîã ïðèñòóïà è íå ãóáèìî ïîòïóíîñò ïðîöåäóðå ïðåòðàãå
è äîêàçèâà»à.
Ñêóï òåîðåìà íàä êîjèìà jå òåñòèðàí äîêàçèâà÷ ArgoCLP jå äîáèjåí èç ðà-
çëè÷èòèõ ó¶áåíèêà çà ãåîìåòðèjó è íàâåäåí jå ó íàñòàâêó òåêñòà. Ñàñòîjè ñå îä
14 òåîðåìà è ó »åìó ñå íàëàçå êàêî òåîðåìå êîjå jå äîêàçèâà÷ óñïåî äà äîêàæå,
òàêî è òåîðåìå êîjå äîêàçèâà÷ íèjå óñïåî äà äîêàæå (ó îêâèðó âðåìåíñêîã îãðà-
íè÷å»à îä 30 ñåêóíäè).
Òåîðåìà 1: Çà äâå ïðàâå êîjå ñå ñåêó âàæè äà ïîñòîjè ðàâàí êîjà èõ ñàäðæè.
Òåîðåìà 2: Àêî äâå ðàçëè÷èòå ïðàâå èìàjó çàjåäíè÷êó òà÷êó, îíäà jå îíà
jåäèíñòâåíà.
Òåîðåìà 3: Çà ðàâàí è ïðàâó êîjà íå ëåæè ó òîj ðàâíè, àêî èìàjó çàjåäíè÷êó
òà÷êó îíäà âàæè äà jå òà òà÷êà jåäèíñòâåíà.
Òåîðåìà 4: Çà òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå âàæè äà ñó ó ïàðîâèìà ðàçëè÷èòå.
Òåîðåìà 5: Çà òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå âàæè äà ïîñòîjè ðàâàí êîjà èõ ñàäðæè.
Òåîðåìà 6: Çà ïðàâó è òà÷êó êîjà íå ïðèïàäà òîj ïðàâîj âàæè äà ïîñòîjè ðàâàí
êîjà èõ ñàäðæè.
Òåîðåìà 7: Çà ÷åòèðè êîìïëàíàðíå òà÷êå âàæè äà àêî òðè îä »èõ íèñó
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êîëèíåàðíå è ïðèïàäàjó íåêîj ðàâíè, îíäà è ÷åòâðòà òà÷êà ïðèïàäà òîj ðàâíè.
Òåîðåìà 8: Çà òðè ïðàâå p, q è r îä êîjèõ ñó p è q, è q and r ðàçëè÷èòå è ðàâàí
α êîjà èõ ñàäðæè âàæè äà àêî ñå ïðàâå p è q íå ñåêó è ïðàâå q è r íå ñåêó è
àêî ïîñòîjè òà÷êà A êîjà ïðèïàäà ðàâíè α è ïðàâàìà p è r, îíäà ñå ïðàâå p è r
ïîêëàïàjó.
Òåîðåìà 9: Àêî òà÷êå A è B ïðèïàäàjó ïðàâîj p è ïîñòîjè òà÷êà C òàêî äà jå
òà÷êà B èçìå¢ó òà÷àêà A è C îíäà è òà÷êà C ïðèïàäà ïðàâîj p.
Òåîðåìà 10: Çà òðè òà÷êå A, B è C òàêâå äà òà÷êà B ëåæè èçìå¢ó òà÷àêà A è
C âàæè äà òà÷êà C íå ëåæè èçìå¢ó òà÷àêà A è B.
Òåîðåìà 11: Çà äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå ïîñòîjè òà÷êà êîjà ëåæè èçìå¢ó »èõ.
Òåîðåìà 12: Ðåëàöèjà êîíãðóåíöèjå jå ðåôëåêñèâíà.
Òåîðåìà 13: Ðåëàöèjà êîíãðóåíöèjå jå ñèìåòðè÷íà.
Òåîðåìà 14: Ðåëàöèjà êîíãðóåíöèjå jå ñèìåòðè÷íà ïî ïàðîâèìà.
Ó îêâèðó îâîã åêñïåðèìåíòà íèñó êîðèø£åíà äîäàòíà ïîäåøàâà»à
äîêàçèâà÷à ïðèëàãî¢åíà îäðå¢åíîì àêñèîìàòñêîì ñèñòåìó, âå£ ñó êîðèø£åíà
èñòà ïîäåøàâà»à çà ñâà ÷åòèðè àêñèîìàòñêà ñèñòåìà è óê§ó÷ójó: êîðèø£å»å
ñàìî îíèõ àêñèîìà êîjå ñå ñàñòîjå îä ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà êîjè ñå íàëàçå ó
òåîðåìè êîjà ñå äîêàçójå, è ïðàâèëî èñê§ó÷å»à òðå£åã ñàìî íàä ïðèìèòèâíèì
(íå è íàä äåôèíèñàíèì) ïðåäèêàòñêèì ñèìáîëèìà. Êàî øòî jå è î÷åêèâàíî,
äîêàçèâîñò îäðå¢åíîã òâð¢å»à (è âðåìå äîêàçèâà»à) çàâèñè îä àêñèîìàòñêîã
ñèñòåìà êîjè ñå êîðèñòè. Ó òàáåëè 3.1 ñó ïðèêàçàíè ðåçóëòàòè åâàëóàöèjå
äîêàçèâà÷à.
Ó îâîì åêñïåðèìåíòó, ïðèëèêîì äîêàçèâà»à ñâàêå òåîðåìå, êîðèñòå ñå
ñàìî àêñèîìå îäãîâàðàjó£åã àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà, à íå è ëåìå èëè ïðåòõîäíî
äîêàçàíå òåîðåìå, øòî çíàòíî îòåæàâà ïðîíàëàæå»å äîêàçà. Èàêî íèjå ó ñòà»ó
äà äîêàæå ñâå çàäàòå òåîðåìå, ìîæå ñå âèäåòè ïîòåíöèjàë ïðèìåíå êîõåðåíòíèõ
äîêàçèâà÷à.
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Kao øòî jå ðàíèjå ðå÷åíî, ó òîêó ðàäà êîõåðåíòíîã äîêàçèâà÷à êàî øòî jå
ArgoCLP áðîj ãåíåðèñàíèõ ÷è»åíèöà ìîæå áèòè âåîìà âåëèêè. Çíàòàí áðîj òèõ
÷è»åíèöà jå òðèâèjàëàí êàäà ñå äîêàç ðàçìàòðà ñà ñòàíîâèøòà äîêàçà êîjè ñå
íàëàçå ó ó¶áåíèöèìà. Ïîêàçójå ñå äà ñå çàõâà§ójó£è ñèìåòðè÷íîñòè îäðå¢åíèõ
ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà, êàî è óâî¢å»åì ïîìî£íèõ ëåìà (ó ñêóï àêñèîìà êîjå ñå
êîðèñòå ó îêâèðó ðàäà äîêàçèâà÷à) òàj áðîj ÷è»åíèöà ìîæå ñìà»èòè [81]. Ó
îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè ïðåäñòàâ§åíå äâå òåõíèêå çà óáðçà»å ðàäà äîêàçèâà÷à,
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Òàáåëà 3.1: Ðåçóëòàòè ïðèìåíå äîêàçèâà÷à; ôîðìàò ðåçóëòàòà jå ó îáëèêó
âðåìå/n1/n2, ïðè ÷åìó jå n1 áðîj êîðèø£åíèõ àêñèîìà ó äîêàçó, à n2 áðîj
êîðèø£åíèõ àêñèîìà ó ½÷èñòîì äîêàçó (èç êîã ñó åëèìèíèñàíè ñâè íåïîòðåáíè
êîðàöè) çàïèñàíîì ó ïðèðîäíîì jåçèêó; '-' îçíà÷àâà äà jå èñòåêëî âðåìåíñêî
îãðàíè÷å»å, NA îçíà÷àâà äà òåîðåìó íèjå ìîãó£å äîêàçàòè ó îêâèðó äàòîã
àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà; åêñïåðèìåíò jå ïîêðåíóò íà PC Core 2Quad 2.4GHz ñà
4GB RAM, ïîä Linux-îì.
# Åóêëèä Òàðñêè Áîðñóê Õèëáåðò
1 - NA - -
2 0.01/5/3 NA 0.01/5/3 0.01/5/3
3 0.01/5/3 NA 0.01/5/3 0.01/5/3
4 - NA - -
5 0.01/27/1 NA 0.03/28/1 -
6 - NA 16.07/524/59 -
7 11.08/125/4 NA 8.09/119/4 -
8 0.01/12/9 NA 0.01/12/9 0.01/12/9
9 - NA - -
10 0.01/2/1 - 0.01/2/1 -
11 - - 0.07/71/8 -
12 0.01/5/2 0.01/6/2 0.01/6/2 -
13 0.25/13/3 0.16/24/3 0.22/24/3 -
14 1.26/26/7 0.52/30/7 0.57/30/7 -
à çàòèì è ðåçóëòàòè »èõîâå ïðèìåíå.
3.4.1 Ñèìåòðè÷íè ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè
Êîðèø£å»å ñâîjñòâà ñèìåòðè÷íîñòè ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà ìîæå óòèöàòè
íà ñìà»å»å âåëè÷èíå ïðîñòîðà ïðåòðàãå è óâî¢å»å ìà»åã áðîjà òðèâèjàëíèõ
êîðàêà. Ïðåïîçíàâà»å ñèìåòðè÷íèõ ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà è íà÷èí »èõîâîã
êîðèø£å»à £å áèòè îáðà¢åí êðîç äîäàòíó òåõíèêó çà ïðåòïðîöåñèðà»å
àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà. Ñà òîì òåõíèêîì, äîêàçè êîjå ãåíåðèøå êîõåðåíòíè
äîêàçèâà÷ ArgoCLP ïîñòàjó çíà÷àjíî êðà£è, ÷èò§èâèjè, è âèøå íàëèê äîêàçèìà
êîjè ñå ìîãó íà£è ó ìàòåìàòè÷êèì ó¶áåíèöèìà.
Çà ïðîöåñ àóòîìàòñêîã îòêðèâà»à ñèìåòðè÷íèõ ïðåäèêàòà ïîòðåáíî jå ðà-
çìàòðàòè ñàìó äåôèíèöèjó ñèìåòðè÷íèõ ïðåäèêàòà, êàî è òåîðåìó êîjà ñëåäè
êîjà £å ñå ïîêàçàòè ê§ó÷íà çà åôèêàñàí ïðîöåñ îòêðèâà»à ñèìåòðè÷íèõ
ïðåäèêàòà.
Äåôèíèöèjà 3.1 (Ñèìåòðè÷àí ïðåäèêàò) Ïðåäèêàò R àðíîñòè n jå
ñèìåòðè÷àí, ïî ñâèì ñâîjèì àðãóìåíòèìà, àêî jå íàðåäíî (óíèâåðçàëíî
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êâàíòèôèêîâàíî) òâð¢å»å òåîðåìà çà ñâàêó ïåðìóòàöèjó σ:
R(x1, . . . , xn)⇔ R(xσ(1), . . . , xσ(n)).
Òåîðåìà 3.1 Ïðåäèêàò R àðíîñòè n jå ñèìåòðè÷àí àêî è ñàìî àêî ñó íàðåäíà
äâà òâð¢å»à òåîðåìå:
R(x1, x2, x3, . . . , xn)⇔ R(x2, x1, x3 . . . , xn) (3.1)
R(x1, x2, x3 . . . , xn)⇔ R(x2, x3, . . . , xn, x1) (3.2)
Ó ñëó÷àjó äà ñó îâå äâå ôîðìóëå òåîðåìå, ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ñó è ñâå
äðóãå ôîðìóëå êîjå èçðàæàâàjó ñèìåòðèjó íàä îñòàëèì ïåðìóòàöèjàìà òàêî¢å
òåîðåìå. Òàêî îäðå¢åí ñêóï òåîðåìà ñà ñâîjèì äîêàçèìà jå ïîòðåáàí ó
ïðîöåñó àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à òåîðåìà è ïðèëèêîì ãåíåðèñà»à ôîðìàëíèõ,
ìàøèíñêè ïðîâåðèâèõ äîêàçà. Òàj ñêóï òåîðåìà £åìî çâàòè ñèìåòðè÷íå ëåìå.
Ïðèëèêîì ðàäà ñà ñèìåòðè÷íèì ïðåäèêàòèìà èçäâàjàjó ñå íàðåäíå òðè ôàçå:
Ôàçà ïðåòïðîöåñèðà»à. Òâð¢å»à îáëèêà (3.1) è (3.2) ìîãó áèòè àóòîìàò-
ñêè ãåíåðèñàíà íà îñíîâó ñêóïà ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà êîjè ñå êîðèñòå ó îê-
âèðó àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà ñà êîjèì ñå äîêàçójå òâð¢å»å. Íàêîí òîãà, àó-
òîìàòñêè äîêàçèâà÷ ìîæå áèòè êîðèø£åí ó öè§ó ïðîâåðàâà»à äà ëè ñó òà
òâð¢å»à òåîðåìå (êàêî íå£å ñâà òâð¢å»à áèòè òåîðåìå, ïîòðåáíî jå ïîñòàâèòè
âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å). Çà îíå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå çà êîjå ñå ïîêàæå äà ñó
ñèìåòðè÷íè, ñêóï ñèìåòðè÷íèõ ëåìà òàêî¢å ìîæå áèòè àóòîìàòñêè ãåíåðèñàí è
êàñíèjå ìîæå áèòè êîðèø£åí ïðèëèêîì ãåíåðèñà»à ôîðìàëíîã äîêàçà. Èíôîð-
ìàöèjà î ñèìåòðè÷íîñòè ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà ñå êîðèñòè ó îêâèðó ñàìîã ðàäà
äîêàçèâà÷à íà íà÷èí îïèñàí ó íàñòàâêó òåêñòà.
Ôàçà äîêàçèâà»à. Çáîã åôèêàñíèjåã ðàäà ñà ñèìåòðè÷íèì ïðåäèêàòñêèì
ñèìáîëèìà, ñâå ïåðìóòàöèjå àðãóìåíàòà ñèìåòðè÷íîã ïðåäèêàòñêîã ñèìáîëà
£å áèòè ïðåäñòàâ§åíå jåäèíñòâåíîì ïåðìóòàöèjîì  íà ïðèìåð ìèíèìàëíîì
ïåðìóòàöèjîì (ó îäíîñó íà ëåêñèêîãðàôñêè ïîðåäàê). Àêî êîðèñòèìî
ïðåäèêàòñêè ñèìáîë col è êîíñòàíòå A, B, C, îáå ÷è»åíèöå col(B,A,C) è
col(A,C,B) £å áèòè ïðåäñòàâ§åíå ó áàçè çíà»à ÷è»åíèöîì col(A,B,C) è çáîã
òîãà £åìî èõ ñìàòðàòè èäåíòè÷íèì ïðèëèêîì ôàçå äîêàçèâà»à.
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Ôàçà ðåêîíñòðóêöèjå äîêàçà íà îájåêòíîì íèâîó. Ó òîêó ôàçå
ðåêîíñòðóêöèjå äîêàçà èçjåäíà÷àâà»å ÷è»åíèöà col(B,A,C) è col(A,C,B) £å
áèòè îïðàâäàíî êîðèø£å»åì íàðåäíå äâå ëåìå:
col(B,A,C)⇒ col(A,B,C)
col(A,B,C)⇒ col(A,C,B)
è ôîðìàëíè, êîìïëåòàí, äîêàç £å áèòè ãåíåðèñàí (ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà jå òå
äâå ëåìå âå£ äîêàçàî äîêàçèâà÷).
3.4.2 Àêñèîìå êîjå óâîäå âèøå ñâåäîêà ó çàê§ó÷êó
Àíàëèçèðà»åì äîêàçà òåîðåìà ó ñèñòåìèìà íàëèê Õèëáåðòîâîì, ìîæå ñå
ïðèìåòèòè äà ñå íåêå àêñèîìå ðåòêî ïðèìå»ójó ó ñâîì îðèãèíàëíîì îáëèêó.
Íà ïðèìåð, àêñèîìà I3: Ïðàâà ñàäðæè äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå ñå, ó ñëó÷àjó
äà ïîñòîjè âå£ jåäíà òà÷êà êîjà ïðèïàäà ïðàâîj, óïîòðåá§àâà íà íà÷èí îïèñàí
íàðåäíèì òâð¢å»åì:
I3a: Àêî òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj p, îíäà ïîñòîjè jîø jåäíà òà÷êà B ðàçëè÷èòà
îä A êîjà ïðèïàäà p.
Îâàêàâ íà÷èí ïðèìåíå àêñèîìå, èàêî ïðèñóòàí ó ìàòåìàòè÷êèì ó¶áåíèöèìà,
íèjå ïðåöèçàí è íå áè ïðîøàî ôîðìàëíó âåðèôèêàöèjó äîêàçà. Îíî øòî áè
òðåáàëî óðàäèòè jå óâåñòè äâå íîâå òà÷êå B è C, ñà ñâîjñòâèìà: B è C ñó
ðàçëè÷èòå è ïðèïàäàjó p, è äîêàçàòè äà ñå jåäíà îä »èõ ìîðà ðàçëèêîâàòè îä
òà÷êå A. Áåç îáçèðà íà òî, èñïîñòàâ§à ñå äà jå îâà ïðàêñà îïðàâäàíà èç ðàçëîãà
øòî ñå ôîðìóëà I3a ìîæå äîêàçàòè êàî òåîðåìà, øòî áè ñâàêàêî áèî íåîïõîäàí
êîðàê ïðèëèêîì ôîðìàëíîã äîêàçèâà»à.
Îâàêâî (íåôîðìàëíî) ìîäèôèêîâà»å àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà jå ìîãó£å çáîã
òîãà øòî àêñèîìà I3 óâîäè äâà îájåêàòà ó çàê§ó÷êó. Ñëè÷àí ïðèíöèï ñå ìîæå
ïðèìåíèòè è ó îïøòåì ñëó÷àjó êàäà àêñèîìà óâîäè âèøå îájåêàòà ó çàê§ó÷êó.
Ðàçìàòðàjìî ñïåöèjàëàí ñëó÷àj ôîðìóëå êîõåðåíòíå ëîãèêå:
A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x)⇒ ∃~yB(~x, ~y) (3.3)
çà n ≥ 0, ~x = {x1, x2, . . . , xk} (0 ≤ k), ~y = {y1, y2, . . . , yl} è l ≥ 2 (ãäå l
îçíà÷àâà áðîj óâåäåíèõ ñâåäîêà). Ïðèëèêîì ïðîöåñà äîêàçèâà»à, ó êîíòåêñòó
óëàí÷àâà»à óíàïðåä, ïðèìåíà àêñèîìå îâîã òèïà óâîäè l ñâåäîêà: 6
A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x)⇒ ∃y1∃y2 . . . ∃ylB(~x, y1, . . . , yl).
6Ïðåèìåíîâàëà ñàì k ó l äà áè ñå ñëàãàëî ñà ïðåòõîäíèì ôîðìóëàìà. Íèñàì îçíà÷àâàëà
îâó ïðîìåíó ó íàðåäíîì ïàñóñó.
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Ó ñëó÷àjó êàäà jå l = 1 êîõåðåíòíè äîêàçèâà÷ òåîðåìà íå£å ïðèìåíèòè àêñèîìó
îáëèêà A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x) ⇒ ∃y1B(~x, y1) àêî ïîñòîjè êîíñòàíòà a çà êîjó
âàæè B(~x, a), àëè ó ñëó÷àjó äà jå l > 1 (è äà ïîñòîjè l åãçèñòåíöèjàëíèõ
êâàíòèôèêàòîðà) ïðîâåðàâà£å ïîñòîjà»å ñâèõ l ñâåäîêà. Îâà àêñèîìà íå£å áèòè
ïðèìå»åíà ñàìî ó ñëó÷àjó äà ñâè ñâåäîöè (êîjè èíñòàíöèðàjó y1, . . . , yl) âå£ ïî-
ñòîjå, àëè àêî ìàêàð jåäàí îä »èõ íå ïîñòîjè àêñèîìà £å áèòè ïðèìå»åíà è
ïðèìåíà òå àêñèîìå £å óâåñòè íîâèõ l ñâåäîêà. Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà ëè ñå
ìîãó ïðåöèçíî äåôèíèñàòè óñëîâè êîjè îáåçáå¢ójó äà, ó ñëó÷àjó ïîñòîjà»à íåêèõ
ñâåäîêà êîjè çàäîâî§àâàjó àêñèîìó, ïðèìåíà àêñèîìå óâåäå ìà»å îä l ñâåäîêà.
Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå ó òâð¢å»ó îáëèêà (3.3) ôîðìóëà B ìîæå çàïèñàòè
êàî êîíjóíêöèjà àòîìè÷êèõ ôîðìóëà B = B1 ∧ B2, ãäå jå B1 êîíjóíêöèjà ñâèõ
àòîìè÷êèõ ôîðìóëà ó êîjèìà ñå ïîjàâ§ójó ñàìî ïðîìåí§èâå èç ~x è y1 (àêî
òàêâå àòîìè÷êå ôîðìóëå íå ïîñòîjå, B1 jå >), à B2 jå íåïðàçíà êîíjóíêöèjà ñâèõ
îñòàëèõ àòîìè÷êèõ ôîðìóëà èç ôîðìóëå B:
A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x)⇒ ∃y1 . . . ∃yl(B1(~x, y1) ∧B2(~x, y1, . . . , yl))
Ðàçìàòðàìî òðàíôîðìèñàíó âåðçèjó ïðåòõîäíîã òâð¢å»à:
A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x) ∧B1(~x, y1)⇒ ∃y2 . . . ∃ylB2(~x, y1, . . . , yl) (3.4)
Îâî òâð¢å»å óâîäè ìà»å ñâåäîêà îä ïîëàçíîã òâð¢å»à. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, òàêâî
òâð¢å»å íèjå ïîñëåäèöà ïîëàçíîã àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà, è íèjå äîêàçèâî óíóòàð
òåîðèjå ñà êîjîì ñå ðàäè. Ìå¢óòèì, ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå òî òâð¢å»å òåîðåìà,
îíî ìîæå áèòè êîðèø£åíî ïðèëèêîì ïðîöåñà äîêàçèâà»à óìåñòî îðèãèíàëíå
àêñèîìå, àêî ñó èñïó»åíè îäãîâàðàjó£è óñëîâè.
Ïðèëèêîì ðàäà ñà àêñèîìàìà êîjå óâîäå âèøå ñâåäîêà ó çàê§ó÷êó èçäâàjàjó
ñå íàðåäíå äâå ôàçå:
Ôàçà ïðåòïðîöåñèðà»à. Ïðîëàçå£è êðîç ñêóï àêñèîìà òåîðèjå, àóòîìàò-
ñêîì ïðåòðàãîì ìîãó áèòè ïðåïîçíàòå àêñèîìå îáëèêà (3.3) è òðàíñôîðìèñàíà
òâð¢å»à ìîãó áèòè ãåíåðèñàíà. Àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷ çàòèì ìîæå áèòè
êîðèø£åí çà ïðîâåðàâà»å äà ëè jå ãåíåðèñàíî òâð¢å»å òåîðåìà (ñ îáçèðîì äà
íå£å ñâà ãåíåðèñàíà òâð¢å»à áèòè òåîðåìå, ìîðà ñå ïîñòàâèòè âðåìåíñêî îãðà-
íè÷å»å). Ó ñëó÷àjó äà jå ãåíåðèñàíî òâð¢å»å òåîðåìà, íàä »èì ñå ïîíîâî ìîæå
ñïðîâåñòè èñòà òðàíñôîðìàöèjà (àêî çàäîâî§àâà ïîòðåáíå óñëîâå). Îâàj ïðîöåñ
ñå ïîíàâ§à ñâå äîê ñå íå äîáèjå ïðàçíà ôîðìóëà B2. Ó ñëó÷àjó äà ãåíåðèñàíî
òâð¢å»å íèjå òåîðåìà, êîðèñíèê ãà ìîæå ìîäèôèêîâàòè è ïîíîâî ïîêðåíóòè
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ïðîöåñ ïðîâåðå äà ëè jå òàêâî òâð¢å»å òåîðåìà.
Ôàçà àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à. Ëåìå ãåíåðèñàíå íà îâàj íà÷èí ñå ïðèëèêîì
äîêàçèâà»à êîðèñòå êàî àêñèîìå. Àëè, äà áè êîðèø£å»å òàêâèõ ëåìà èìàëî
åôåêòà íà ðàä äîêàçèâà÷à, ó ñëó÷àjåâèìà êàäà ñó è îðèãèíàëíà àêñèîìà
è èçâåäåíà ëåìà ïðèìåí§èâå, ëåìà ìîðà áèòè óïîòðåá§åíà ïðå îðèãèíàëíå
àêñèîìå ÷èìå ñå óâîäè ìà»å êîíñòàíòè ó òîêó ïðîöåñà äîêàçèâà»à.
Ïðèìåð 3.2 Àêñèîìà I3: Ïðàâà ñàäðæè äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå.
Àóòîìàòñêèì òðàíñôîðìèñà»åì îâå àêñèîìå äîáèjà ñå óïðàâî òâð¢å»å ñà
ïî÷åòêà îâîã ïîãëàâ§à:
I3a: Àêî òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj p, îíäà ïîñòîjè jîø jåäíà òà÷êà B ðàçëè÷èòà
îä A êîjà ïðèïàäà p.
Òðàíñôîðìèñàíî òâð¢å»å I3a jåñòå òåîðåìà è ìîæå ñå êîðèñòèòè óìåñòî
îðèãèíàëíå àêñèîìå ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå òî ìîãó£å. Òî íå âàæè ó îïøòåì
ñëó÷àjó, è äà íå£å óâåê ñâà òðàíñôîðìèñàíà òâð¢å»à áèòè òåîðåìå øòî ñå ìîæå
âèäåòè ó íàðåäíîì ïðèìåðó.
Ïðèìåð 3.3 Aêñèîìà I8: Ïîñòîjå òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå.
Àêñèîìà I8 £å, íà íà÷èí îïèñàí ðàíèjå, ãåíåðèñàòè ñëåäå£à äâà òâð¢å»à:
1. Çà äàòó òà÷êó A, ïîñòîjå òà÷êå B è C òàêâå äà ñó òà÷êå A, B è C
íåêîëèíåàðíå.
2. Çà äàòå òà÷êå A è B, ïîñòîjè òà÷êà C òàêâà äà ñó òà÷êå A, B è C
íåêîëèíåàðíå.
Ó îâîì ñëó÷àjó, ïðâî òâð¢å»å jåñòå òåîðåìà, äîê äðóãî òâð¢å»å íèjå òåîðåìà.
Èñïîñòàâ§à ñå äà ñå äðóãî òâð¢å»å ìîæå ìîäèôèêîâàòè òàêî äà áóäå òåîðåìà,
äîäàâà»åì, ó ïðåìèñàìà, óñëîâà äà ñó òà÷êå A è B ðàçëè÷èòå.
3.4.3 Èìïëåìåíòàöèjà è åâàëóàöèjà
Ó îâîì ïîãëàâ§ó áè£å ðàçìîòðåíà êîðèñíîñò äâåjó òåõíèêà ïðåòïðîöåñèðà»à
àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà êîjå ñó îïèñàíå ó ïðåòõîäíà äâà ïîãëàâ§à, êàî è åôåêàò
êîjå òå òåõíèêå èìàjó íà ðàä ñàìîã äîêàçèâà÷à. Àëàò çà ïðåòïðîöåñèðà»å jå
èçäâîjåí îä ðàäà ñàìîã äîêàçèâà÷à òàêî äà ñå ìîäèôèêàöèjå íàä àêñèîìàòñêèì
ñèñòåìîì èçâîäå ñàìî jåäíîì (ïðå ïî÷åòêà ðàäà äîêàçèâà÷à íàä öåëîì
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òåîðèjîì).7 Ñèñòåì jå ïðèìå»åí íàä Õèëáåðòîâèì àêñèîìàòñêèì ñèñòåìîì
(ñàìî íàä àêñèîìàìà ïðâå ãðóïå).
Àêñèîìàòñêè ñèñòåì. Àêñèîìàòñêè ñèñòåì êîðèø£åí çà àíàëèçó òåõíèêà
ïðåäñòàâ§åíèõ ó îâîì ïîãëàâ§ó jå áàçèðàí íà Õèëáåðòîâîì àêñèîìàòñêîì
ñèñòåìó [45]. Êàêî jå îájàø»åíî ó ïîãëàâ§ó 2.4.1, çà ñâàêè ïðåäèêàòñêè ñèìáîë
òåîðèjå8 R äîäàjå ñå íîâè ïðåäèêàòñêè ñèìáîë R è àêñèîìà R∧R⇒ ⊥. Àêñèîìà
R ∨ R £å áèòè äîäàòà çà ñâå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå îñèì îíèõ êîjè ïðåäñòàâ-
§àjó ðåëàöèjå êîëèíåàðíîñòè è ïðèïàäíîñòè ïðàâå ðàâíè (÷èìå ñå íå íàðóøàâà
ïîòïóíîñò ïðîöåäóðå îäëó÷èâà»à [16]). Çà ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå êîjè ïðåä-
ñòàâ§àjó ðåëàöèjå êîëèíàðíî è ïðèïàäíîñò ïðàâå ðàâíè, îäãîâàðàjó£à ïðàâèëà
èñê§ó÷å»à òðå£åã ìîãó äà ñå äîêàæó êàî òåîðåìå òåîðèjå êîjó ðàçìàòðàìî.
Àêñèîìàòñêè ñèñòåì êîjè ñå êîðèñòè ñå íàëàçè ó äîäàòêó B.
Àóòîìàòñêî îòêðèâà»å ñèìåòðè÷íèõ ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà. Ñâîjñòâî
ñèìåòðè÷íîñòè ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà R è R ñå äîêàçójå çàñåáíî è îäãîâàðàjó£å
ñèìåòðè÷íå ëåìå £å áèòè êîðèø£åíå ïðèëèêîì êîìïëåòèðà»à ôèíàëíèõ äîêàçà.
Ðàçìàòðàjó ñå ñàìî ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè ÷èjè ñó àðãóìåíòè ñâè èñòîã òèïà
(ïîçèòèâàí è íåãàòèâàí îáëèê ïðåäèêàòà: ïðåñåê äâåjó ïðàâèõ, ïðåñåê äâåjó
ðàâíè, ðàñïîðåä òà÷àêà, êîëèíåàðíîñò, êîïëàíàðíîñò è ïîäóäàðíîñò). Íà íà÷èí
îïèñàí ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó ãåíåðèøå ñå óêóïíî 20 òâð¢å»à îáëèêà (3.1)
è (3.2) (çà ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå àðíîñòè äâà, îâà äâà òâð¢å»à ñó èäåíòè÷íà).
Ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè çà êîjå ñå îáà òâð¢å»à äîêàæó êàî òåîðåìå £å êîðèñòèòè
ñâîjå ñâîjñòâî ñèìåòðèjå ó ïðîöåñó äîêàçèâà»à òåîðåìà.
Ìå¢ó íàáðîjàíèì ïðåäèêàòèìà, íàðåäíèõ îñàì ñó ñèìåòðè÷íè: ïîçèòèâàí
è íåãàòèâàí îáëèê ïðåäèêàòà ïðåñåê äâåjó ïðàâèõ, ïðåñåê äâåjó ðàâíè,
êîëèíåàðíîñò è êîïëàíàðíîñò. ArgoCLP jå óñïåøíî äîêàçàî äà jå 7 îä îâèõ 8
ïðåäèêàòà ñèìåòðè÷íî (ñâè ñåì ïðåäèêàòà coplanarity) ñà ïðîñå÷íèì âðåìåíîì
èçâðøàâà»à 3.6 ñåêóíäè è ïðîñå÷íèì áðîjåì êîðàêà 170. Çà ïðåäèêàòñêå
ñèìáîëå çà êîjå jå ïîêàçàíî äà ñó ñèìåòðè÷íè, ñâå ëåìå êîjå èçðàæàâàjó
ñèìåòðè÷íîñò ïåðìóòàöèjà ñó ãåíåðèñàíå (çà »èõîâå äîêàçå jå îïåò êîðèø£åí
äîêàçèâà÷ ArgoCLP). Òàêâèõ ëåìà èìà 40 è äîêàçójó ñå ñà âðåìåíîì èñïîä 2
ñåêóíäå.
7Ìàòåðèjàëè ñå ìîãó íà£è íà àäðåñè http://www.matf.bg.ac.rs/~sana/system.zip. Ñâè
åêñïåðèìåíòè ñó ñïðîâåäåíè íàä AMD Opteron 2GHz ñà 96GB RAM.
8Èíöèäåíöèjà òà÷êå è ïðàâå, èíöèäåíöèjà òà÷êå è ðàâíè, èíöèäåíöèjà ïðàâå è ðàâíè;
ïðåñåê äâåjó ïðàâèõ, ïðåñåê äâåjó ðàâíè; êîëèíåàðíîñò òðèjó òà÷àêà, êîïëàíàðíîñò ÷åòèðè
òà÷êå; ðåëàöèjà ðàñïîðåäà èçìå¢ó òðè òà÷êå, ðåëàöèjà ïîäóäàðíî èçìå¢ó ïàðîâà òà÷àêà.
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Àóòîìàòñêî ïðåôîðìóëèñà»å àêñèîìà. Àêñèîìå êîjå óâîäå âèøå îä
jåäíîã ñâåäîêà ó çàê§ó÷êó ñó íàðåäíå àêñèîìå (è ìîãó áèòè îòêðèâåíå àóòî-
ìàòñêè):
I3a Íà ïðàâîj ïîñòîjå äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå.
I3b Ïîñòîjå áàð òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå.
I8 Ïîñòîjå áàð ÷åòèðè íåêîïëàíàðíå òà÷êå. 9
Ñêóï àóòîìàòñêè ãåíåðèñàíèõ òâð¢å»à äîáèjåíèõ èç îâèõ àêñèîìà (íà íà÷èí
îïèñàí ó 3.4.2) jå:
I3a1 line(p) ∧ point(A) ∧ A ∈ p⇒ ∃B(point(B) ∧ A 6= B ∧B ∈ p)
I3b1 point(A)⇒ ∃B∃C(point(B) ∧ point(C) ∧ ¬col(A,B,C))
I3b2 point(A) ∧ point(B)⇒ ∃C(point(C) ∧ ¬col(A,B,C))
I8a point(A)⇒ ∃B∃C∃D(point(B) ∧ point(C) ∧ point(D) ∧ ¬cop(A,B,C,D))
I8b point(A) ∧ point(B)⇒ ∃C∃D(point(C) ∧ point(D) ∧ ¬cop(A,B,C,D))
I8c point(A) ∧ point(B) ∧ point(C)⇒ ∃D(point(D) ∧ ¬cop(A,B,C,D))
Ìå¢ó îâèì òâð¢å»èìà ñàìî äâà ñó äîêàçàíà è ãåíåðèñàíè ñó ôîðìàëíè äîêàçè
çà »èõ (òåîðåìå I3a1 è I3b1). Îñòàëèì òâð¢å»èìà íåäîñòàjó ê§ó÷íè óñëîâè äà
áè áèëè òåîðåìå: òâð¢å»èìà I3b2 è I8b íåäîñòàjå ïðåìèñà A 6= B, à òâð¢å»ó
I8c íåäîñòàjå ïðåìèñà ¬col(A,B,C). Óêóïíî âðåìå îâå ôàçå ïðåòïðîöåñèðà»à
jå 20 ìèíóòà (ñà âðåìåíñêèì îãðàíè÷å»åì îä 5 ìèíóòà).
Óòèöàj íà ðàä äîêàçèâà÷à ArgoCLP. Îïèñàíå òåõíèêå ñó òåñòèðàíå íà
äîêàçèâà÷ó ArgoCLP ñà ìàëèì ñêóïîì îä 24 jåäíîñòàâíå òåîðåìå10 êîjå ñå
äîêàçójó ñà äîêàçèâà÷åì ArgoCLP. .
Òåîðåìà 1: Àêî ñó òà÷êå A è B ðàçëè÷èòå è òà÷êå A, B è C êîëèíåàðíå, è òà÷êå
A, B è D êîëèíåàðíå îíäà ñó è òà÷êå A,C è D êîëèíåàðíå.
9Îâî íèñó îðèãèíàëíå ôîðìóëàöèjå Õèëáåðòîâèõ àêñèîìà. Àêñèîìå ñó íåçíàòíî
ìîäèôèêîâàíå çáîã äîäàòíå ïðåöèçíîñòè à è äà áè ìîãëå äà áóäó èçðàæåíå ó êîõåðåíòíîj
ëîãèöè. Îðèãèíàëíå ôîðìóëàöèjå îâèõ àêñèîìà ãëàñå: [I3a] Ïðàâà ñàäðæè áàð äâå òà÷êå,
[I3b] Ïîñòîjå áàð òðè òà÷êå êîjå íå ïðèïàäàjó jåäíîj ïðàâè, [I8] Ïîñòîjå áàð ÷åòèðè òà÷êå êîjå
íå ïðèïàäàjó jåäíîj ðàâíè.
10Çà ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå ÷èjå íåãàöèjå ñó óâåäåíå ïîãîäíî èçàáðàíèì äåôèíèöèjàìà,
ïðàâèëî èñê§ó÷å»à òðå£åã ñå íàëàçè ó ñêóïó òåîðåìà çà òåñòèðà»å.
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Òåîðåìà 2: Òðè ïðîèçâî§íå òà÷êå A, B è C ñó èëè êîëèíåàðíå èëè
íåêîëèíåàðíå.
Òåîðåìà 3: Àêî ñó òà÷êå A è C ðàçëè÷èòå è òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj p è òà÷êà
B íå ïðèïàäà ïðàâîj p è òà÷êà C ïðèïàäà ïðàâîj p, òàäà òà÷êå A, B è C íèñó
êîëèíåàðíå.
Òåîðåìà 4: Àêî ñó òà÷êå A è C ðàçëè÷èòå è òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj p è òà÷êà
C ïðèïàäà ïðàâîj p è òà÷êå A, B è C íèñó êîëèíåàðíå, òàäà òà÷êà B íå ïðèïàäà
ïðàâîj p.
Òåîðåìà 5: Àêî ñó ïðàâå p è q ðàçëè÷èòå è íå ñåêó ñå è òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj
p, òàäà òà÷êà A íå ïðèïàäà ïðàâîj q.
Òåîðåìà 6: Àêî ñó ðàâíè α è β ðàçëè÷èòå è íå ñåêó ñå è òà÷êà A ïðèïàäà
ðàâíè α, òàäà òà÷êà A íå ïðèïàäà ðàâíè β.
Òåîðåìà 7: Àêî ïðàâà p íå ïðèïàäà ðàâíè α è òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj p, òàäà
òà÷êà A íå ïðèïàäà ðàâíè α.
Òåîðåìà 8: Àêî ñó òà÷êå A, B è C íåêîëèíåàðíå, òàäà ïîñòîjè ðàâàí α òàêî äà
jîj òå òà÷êå ïðèïàäàjó.
Òåîðåìà 9: Àêî ñó òà÷êå A, B, C è D êîìïëàíàðíå è òà÷êå A, B è C íèñó
êîëèíåàðíå è ïðèïàäàjó ðàâíè α, òàäà è òà÷êà D ïðèïàäà ðàâíè α.
Òåîðåìà 10: Çà ïðàâó p è ðàâàí α âàæè äà ïðàâà ïðèïàäà ðàâíè èëè äà ïðàâà
íå ïðèïàäà ðàâíè.
Òåîðåìà 11: Çà òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå âàæè äà ñó ó ïàðîâèìà ðàçëè÷èòå.
Òåîðåìà 12: Ïîñòîjå äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå.
Òåîðåìà 13: Çà òà÷êó À âàæè äà jå êîëèíåàðíà ñàìà ñà ñîáîì.
Òåîðåìà 14: Ïîñòîjè òà÷êà êîjà íå ïðèïàäà äàòîj ïðàâè.
Òåîðåìà 15: Àêî ïðàâå p è q ïðèïàäàjó ðàâíè α, òàäà èëè ïîñòîjè »èõîâà
çàjåäíè÷êà òà÷êà èëè ñå òå äâå ïðàâå íå ñåêó.
Òåîðåìà 16: Àêî äâå ðàçëè÷èòå ïðàâå èìàjó äâå çàjåäíè÷êå òà÷êå, îíäà ñó òå
äâå òà÷êå èäåíòè÷íå.
Òåîðåìà 17: Çà äâå ðàâíè âàæè èëè äà ñå íå ñåêó èëè äà èìàjó çàjåäíè÷êó
ïðàâó.
Òåîðåìà 18: Àêî ñó äâå ðàâíè ðàçëè÷èòå è èìàjó çàjåäíè÷êó òà÷êó è
çàjåäíè÷êó ïðàâó, òàäà òà òà÷êà ïðèïàäà òîj ïðàâîj.
Òåîðåìà 19: Àêî ïðàâà íå ïðèïàäà ðàâíè îíäà èëè ïîñòîjè çàjåäíè÷êà òà÷êà
èëè ñå ïðàâà è ðàâàí íå ñåêó.
Òåîðåìà 20: Àêî ðàâàí è ïðàâà êîjà jîj íå ïðèïàäà èìàjó äâå çàjåäíè÷êå òà÷êå,
îíäà ñó òå òà÷êå èäåíòè÷íå.
Òåîðåìà 21: Àêî òà÷êà íå ïðèïàäà ïðàâîj îíäà ïîñòîjè ðàâàí êîjà èõ ñàäðæè.
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Òåîðåìà 22: Àêî òà÷êà íå ïðèïàäà ïðàâîj, òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíà ðàâàí êîjà
èõ ñàäðæè.
Òåîðåìà 23: Àêî äâå ðàçëè÷èòå ïðàâå èìàjó çàjåäíè÷êó òà÷êó, òàäà ïîñòîjè
ðàâàí êîjà èõ ñàäðæè.
Òåîðåìà 24: Àêî äâå ðàçëè÷èòå ïðàâå èìàjó çàjåäíè÷êó òà÷êó, òàäà jå ïðàâà
êîjà èõ ñàäðæè jåäèíñòâåíà.
Ïðîñå÷íî âðåìå äîêàçèâà»à îâèõ òåîðåìà jå 23 ìèíóòà, àëè jå ìåäèjàíà 2
ìèíóòà (çáîã ïîñòîjà»à íåêîëèêî òåøêèõ ëåìà), äîê jå ïðîñå÷àí áðîj êîðàêà
1374. Ðåçóëòàòè îïèñàíèõ òåõíèêà ñó ïðèêàçàíå ó íàñòàâêó òåêñòà.
1. Ñèìåòðè÷íîñò ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà.
Ïðèëèêîì åâàëóàöèjå äîáèòè îä êîðèø£å»à ñèìåòðè÷íèõ ïðåäèêàòñêèõ
ñèìáîëà êîðèø£åíå ñó ñàìî ñèìåòðè÷íå ëåìå çà ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå
çà êîjå jå ñàì äîêàçèâà÷ ïîêàçàî äà ñó ñèìåòðè÷íè (îäíîñíî 7 îä 8
ñèìåòðè÷íèõ ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà). Êîðèø£å»åì îâå òåõíèêå ïðîñå÷íî
âðåìå äîêàçèâà»à òåîðåìà jå ñìà»åíî çà 56% è ïðîñå÷íè áðîj êîðàêà çà
83% (ïðîñå÷íî âðåìå äîêàçèâà»à jå 10 ìèíóòà è ïðîñå÷àí áðîj êîðàêà 230).
2. Ïðåôîðìóëèñà»å àêñèîìà.
Ïðèëèêîì åâàëóàöèjå äîáèòè îä ïðåôîðìóëèñà»à àêñèîìà êîðèø£åíå ñó
ñàìî ëåìå êîjå ñó äîêàçàíå àóòîìàòñêè (äâå ëåìå). Êàäà ñå ïîðåäè ñà
âåðçèjîì äîêàçèâà÷à êîjè êîðèñòè ïîäðøêó çà ñèìåòðè÷íå ïðåäèêàòñêå
ñèìáîëå, ïðîñå÷íî âðåìå äîêàçèâà»à jå ñìà»åíî çà 15% è ïðîñå÷íè áðîj
êîðàêà çà 37% (ïðîñå÷íî âðåìå äîêàçèâà»à jå 8.5 ìèíóòà è ïðîñå÷àí áðîj
êîðàêà 143).
3. Óêóïíî ïîáî§øà»å.
Êàäà ñå ïîðåäå îðèãèíàëíè äîêàçèâà÷ è äîêàçèâà÷ êîjè êîðèñòè îáå
òåõíèêå, êîðèø£å»å îáå òåõíèêå óáðçàâà âðåìå äîêàçèâà»à òåîðåìà çà
63% è ïðîñå÷àí áðîj êîðàêà çà 89%.
Äîáèjåíè ðåçóëòàòè ïîêàçójó êîðèñíîñò ïðåäëîæåíèõ òåõíèêà è êàäà ñå
êîðèñòå ïîjåäèíà÷íî, à ïîñåáíî ïðèëèêîì »èõîâîã êîìáèíîâà»à.
3.5 Ñðîäíè ñèñòåìè è òåõíèêå óáðçàâà»à ïðîöåñà
äîêàçèâà»à
Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè ïðåäñòàâ§åíè äðóãè äîêàçèâà÷è ÷èjè jå öè§
ãåíåðèñà»å ÷èò§èâèõ äîêàçà êàî è òåõíèêå çà óáðçàâà»å ïðîöåñà äîêàçèâà»à
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íàëèê òåõíèêàìà îïèñàíèì ó îâîj òåçè.
3.5.1 Ñðîäíè ñèñòåìè
Êîõåðåíòíà ëîãèêà jå ïîãîäíà îñíîâà çà àóòîìàòñêå äîêàçèâà÷å ÷èjè jå jåäàí
îä öè§åâà è ãåíåðèñà»å ÷èò§èâèõ äîêàçà. Òàêâè äîêàçèâà÷è, ñå ìîãó êîðèñòèòè
çà äîêàçèâà»å jåäíîñòàâíèjèõ òâð¢å»à èëè êàî àñèñòåíòè ïðèëèêîì äîêàçèâà»à
êîìïëèêîâàíèjèõ òâð¢å»à. Êîëèêî jå ïîçíàòî àóòîðó îâå òåçå, ïðâè àóòîìàò-
ñêè äîêàçèâà÷ òåîðåìà çàñíîâàí íà êîõåðåíòíîj ëîãèöè ñó íàïðàâèëè Ïðåäðàã
Jàíè÷è£ è Ñòåâàí Êîðäè£ [46]. Òàj äîêàçèâà÷ jå ðàäèî ñà ôèêñèðàíèì ñêóïîì
àêñèîìà êîjè jå jàêî áëèçàê Áîðñóêîâîì àêñèîìàòñêîì ñèñòåìó [14] è áèî jå
ó ñòà»ó äà äîêàæå äåñåòèíå îñíîâíèõ òåîðåìà èç ñòàíäàðäíèõ ó¶áåíèêà çà
ãåîìåòðèjó. Ãåíåðèñàíè äîêàçè ñó áèëè ÷èò§èâè àëè íèñó áèëè ôîðìàëíè.
Ñèñòåì êîjè jå îïèñàí ó îâîj òåçè ñå ó îäðå¢åíîj ìåðè îñëà»à íà »èõîâ ñèñòåì
àëè ãà íà ðàçíå íà÷èíå óíàïðå¢ójå è ïîïðàâ§à.
Ó ïîñëåä»èõ äåñåòàê ãîäèíà, êîõåðåíòíà ëîãèêà ñå êîðèñòè ñâå âèøå,
ïðâåíñòâåíî çàõâà§ójó£è Ìàðê Áåçåìó (Marc Bezem) è »åãîâèì êîàóòîðèìà.
Áåçåì è Òåðè Êîêàí (Thierry Coquand) [8] ñó ó Prolog-ó ðàçâèëè äîêàçèâà÷
çà êîõåðåíòíó ëîãèêó êîjè ãåíåðèøå äîêàçå ïðîâåðèâå ó èíòåðàêòèâíîì
äîêàçèâà÷ó òåîðåìà Coq (íåêè ïðîáëåìè ðåøåíè îä ñòðàíå îâîã äîêàçèâà÷à
ñå ìîãó íà£è íà èíòåðíåòó11). Øòåôàí Áåðãõîôåð (Stefan Berghofer) è Áåçåì
ñó ðàçâèëè ó ML-ó èíòåðíè äîêàçèâà÷ çà êîõåðåíòíó ëîãèêó [7] ó îêâèðó
èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à òåîðåìà Isabelle.
Ãàíñàëèíãàì è Ãàóåðñ ñó ðàäèëè íà àóòîìàòñêîì ãåíåðèñà»ó ÷èò§èâèõ
äîêàçà [35], è ïðåäëàæó ïðàâèëà èçâî¢å»à íàëèê ïðàâèëèìà êîõåðåíòíå ëîãèêå.
3.5.2 Òåõíèêå çà óáðçà»å ðàäà àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à
Ïîñòîjå ìíîãå òåõíèêå çà óáðçàâà»å ðàäà àóòîìàòñêèõ è èíòåðàêòèâíèõ
äîêàçèâà÷à. Ïî÷åâøè îä õåóðèñòèêà è ìîäèôèêàöèjà ñàìå èìïëåìåíòàöèjå
äîêàçèâà÷à êàäà ñå ðàçìàòðà ïðîáëåì îäðå¢åíîã òèïà, äî óíàïðå¢å»à ñàìîã àë-
ãîðèòìà äîêàçèâà÷à êàäà ñå ðàçìàòðà ïðîáëåì îïøòåã òèïà. Ó îâîì ïîãëàâ§ó
áè£å ðàçìàòðàíå ñàìî òåõíèêå áëèñêå îíèì îïèñàíèì ó îâîj òåçè, îäíîñíî
òåõíèêå êîjå êîðèñòå ñâîjñòâî ñèìåòðè÷íîñòè.
Ïîñòîjà»å ñèìåòðè÷íèõ ïðåäèêàòà è êîðèø£å»å ñâîjñòâà ñèìåòðè÷íîñòè ñå
ñòàíäàðäíî óïîòðåá§àâà ó îêâèðó àóòîìàòñêîã ðåçîíîâà»à [22, 28, 36]. Êî-
ðèø£å»å ñâîjñòàâà ñèìåòðè÷íîñòè ó îêâèðó ãåîìåòðèjå ñå jàâ§à âå£ 1959. ó
11http://www.ii.uib.no/~bezem/GL/
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ðàäó Ãåëåðòíåðà [36]. Îí ñå áàâèî ïðîáëåìèìà êîjè óê§ó÷ójó ñèìåòðè÷íå
ïðåäèêàòå è óç ïîìî£ ðà÷óíàðà jå åôèêàñíî åëèìèíèñàî ïðîáëåìå êîjè ñó
óçàjàìíî ñèìåòðè÷íè. Äîêàçèâà÷ òåîðåìà Godzila, êîjè ñó êðåèðàëè Íîðèêî
Àðàè (Noriko Arai) è Ðóæè Ìàñóêàâà (Ryuji Masukawa) [2], ñå êîðèñòè çà
áðçî ïðîíàëàæå»å ñèìåòðèjà ó êîìáèíàòîðíèì ïðîáëåìèìà. Ìàðêî Êàäîëè
(Marco Cadoli) è Òîíè Ìàíöèíè (Toni Mancini) [21, 58] ñó ðàçìàòðàëè ïîñòàâêå
êîìáèíàòîðíèõ ïðîáëåìà êàî ëîãè÷êå ôîðìóëå è êîðèñòèëè ñó àóòîìàòñêå
äîêàçèâà÷å òåîðåìà çà ïðåïîçíàâà»å ñèìåòðèjà è ôóíêöèîíàëíèõ çàâèñíîñòè.
Øàíã-×èíã ×ó (Shang-Ching Chou), Êèàî-Øàí Ãàî (Xiao-Shan Gao) è Jèíã-
Çîíã Çàíã (Jing-Zhong Zhang) ñó ðàçâèëè ìåòîä çàñíîâàí íà áàçàìà ïîäàòàêà [28]
çà îòêðèâà»å è äîêàçèâà»å íåòðèâèjàëíèõ òåîðåìà ãåîìåòðèjå. Ïðèìåòèëè
ñó äà âå£èíà ãåîìåòðèjñêèõ ïðåäèêàòà (êàî øòî jå íà ïðèìåð êîëèíåàðíîñò)
çàäîâî§àâà ñâîjñòâà òðàíçèòèâíîñòè è ñèìåòðè÷íîñòè, çáîã ÷åãà ñå jàâ§à çíà-
÷àjíî óâå£à»å áàçå ïîäàòàêà è äóïëèðà»å èíôîðìàöèjà. Êîðèø£å»åì êëàñà
åêâèâàëåíöèjå è êàíîíñêèõ ïðåäñòàâíèêà çà ïðåäñòàâ§à»å ÷è»åíèöà ó áàçè
ïîäàòàêà (íà íà÷èí ñëè÷àí îíîì êîjè jå îïèñàí ó îâîj òåçè), óñïåëè ñó äà ñìà»å
âåëè÷èíó áàçå ïîäàòàêà çà ôàêòîð 100.
Ðèêàðäî Êàôåðà (Ricardo Caferra), Íèêîëàñ Ïåòèåð (Nicolas Peltier) è
Ôðàíñîà Ïóèò (Francois Puitg) [22] ñó êîðèñòèëè ñëè÷àí ïðèñòóï ïðèëèêîì
äîêàçèâà»à òåîðåìà ãåîìåòðèjå. Èìïëåìåíòèðàëè ñó òåõíèêå íàëèê îíèì êîjèì
ñå ìàòåìàòè÷àðè ñëóæå ó ó¶áåíèöèìà, ïîïðàâèëè åôèêàñíîñò ñâîã äîêàçèâà÷à
è îìîãó£èëè jåäíîñòàâíèjó êîìóíèêàöèjó èçìå¢ó äîêàçèâà÷à è êîðèñíèêà.
Ó îêâèðó àëãîðèòìà óíèôèêàöèjå ñó èìïëåìåíòèðàëè òåîðèjå jåäíàêîñòè,
êîìóòàòèâíîñòè è ñèìåòðè÷íîñòè. Çàõâà§ójó£è òîìå, ó áàçè çíà»à ñå ÷óâà ñàìî
ìèíèìàëíè ïðåäñòàâíèê êëàñå åêâèâàëåíöèjå ÷èìå ñå äîáèjà çíà÷àjíî óáðçà»å.
Ìåjêë è Ôëîðèî [63] ñó êîðèñòèëè ïîëó-àóòîìàòñêè ïðèñòóï12 çà äîêàçèâà»å
òåîðåìà ãåîìåòðèjå. Ó îêâèðó ñèñòåìà Isabelle/HOL ñó àóòîìàòèçîâàëè äåî
ãåîìåòðèjñêîã ðåçîíîâà»à (êàî øòî jå íà ïðèìåð ñèìåòðè÷íîñò êîëèíåàðíîñòè)
êîjå ñå ÷åñòî êîðèñòè ïðèëèêîì ôîðìàëíîã äîêàçèâà»à ïðîøèðèâà»åì àëàòà çà
ïîjåäíîñòàâ§èâà»å è êëàñè÷íî ðåçîíîâà»å ó Isabelle-ó. Òîì ïðèëèêîì ñó äîøëè
äî çàê§ó÷êà äà êîðèø£å»å òåîðåìà êîjå îáåçáå¢ójó ñèìåòðè÷íîñò ïðåäèêàòà
ìîæå äîâåñòè äî ïîjàâ§èâà»à áåñêîíà÷íèõ ïåò§è, è äà jå ïîòðåáíî ïîñâåòèòè
ïàæ»ó òàêâèì ïðîáëåìèìà. Òåõíèêà çà ðàä ñà ñèìåòðè÷íèì ïðåäèêàòèìà,
12Ïîä ïîëó-àóòîìàòñêèì äîêàçèâà»åì òåîðåìà ñìàòðàìî êîðèø£å»å òåõíèêà çà
àóòîìàòèçàöèjó êîjå ñó èìïëåìåíòèðàíå ó îêâèðó äîêàçèâà÷à çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å
òåîðåìà. Ó òîêó èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà»à òåîðåìà, êîðèñíèê èìà ìîãó£íîñò êîðèø£å»à
àóòîìàòèçàöèjå àêî ñìàòðà äà ìó jå òàêâà ïîìî£ ïîòðåáíà ó ñëó÷àjåâèìà äà òå òåõíèêå
óñïåøíî äîêàæó ôîðìóëèñàíå ïîäöè§åâå.
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îïèñàíà ó îâîj òåçè, íå äîïóøòà êîðèø£å»å ëåìà êîjå îáåçáå¢ójó ñèìåòðè÷íîñò
ó òîêó ðàäà ñàìîã äîêàçèâà÷à. Òå ëåìå £å áèòè êîðèø£åíå ñàìî ó ôàçè
êîìïëåòèðà»à äîêàçà íà ìåñòèìà íà êîjèìà ñó êîðèø£åíå èíôîðìàöèjå î
ñèìåòðè÷íîñòè ïðåäèêàòà.
3.6 ArgoCLP Prover and its Extensions  Sum-
mary
This section presents a coherent logic prover ArgoCLP [83] that is based on a
simple proof procedure with forward chaining and iterative deepening. ArgoCLP
assumes the coherent form of all formulae and that there are no function symbols
or arity greater than 0, and can read an input theory and the conjecture given
in the TPTP form13 [87] (or in a form specially designed for ArgoCLP prover),
and can export proofs to a custom XML representation (as well as directly into
language of theorem prover Isabelle and in English). The XML proof representation
can further be translated, by a simple XSL stylesheet, to Isabelle/Isar proofs, Coq
proofs, and proofs in natural language (English and Serbian) formatted in LATEX
or in HTML [82].
The basic proof procedure of the prover applies the axioms in the waterfall
manner: axioms are tested in the order they are given; when one axiom has been
successfully applied, then search for applicable axioms starts again from the rst
axiom. Thus, ordering of axioms within a theory can have signicant impact on the
eciency of the prover. Within the prover, axioms can be grouped in the following
groups and used with the priorities as in the following ordering14:
non-productive non-branching axioms: axioms of the form:
A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x)⇒ B(~x)
non-productive branching axioms: axioms of the form:
A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x)⇒ B1(~x) ∨ . . . ∨Bm(~x)
productive non-branching axioms: axioms of the form:
A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x)⇒ ∃~y B(~x, ~y)
productive branching axioms: axioms of the form:
A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x)⇒ ∃~y1 B1(~x, ~y1) ∨ . . . ∨ ∃~ym Bm(~x, ~ym)
13http://www.cs.miami.edu/~tptp/
14It is assumed that n ≥ 0 (n > 0 for the third and the fourth group), m > 1, and that one
group of axioms excludes previous groups that are its special cases.
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strongly productive non-branching axioms: axioms of the form:
∃~y B(~y)
strongly productive branching axioms: axioms of the form:
∃~y1 B1(~y1) ∨ . . . ∨ ∃~ym Bm(~ym)
There are several other methods for improving eciency of the prover such as:
early rejection of some axiom instances, dealing with equality, restriction on branch-
ing axioms and restriction on axioms (regarding predicates that are used within a
conjecture). The user can state (through a conguration le) which of the techniques
should be used in the proof search.
Two types of preprocessing techniques of the axiomatic system are presented,
one concerning symmetric predicates, and another restricting introduction of wit-
nesses during proof search. These techniques were inspired by the common problem
in automated and interactive theorem proving, that is coping with ½simple facts.
In traditional pen-and-paper theorem proving, simple facts (trivial facts that don't
need deep proofs and theory-specic arguments) are typically assumed or neglected.
However, in automated theorem proving they often signicantly increase the search
space, while in interactive theorem proving they complicate the proof and often
overwhelm the main line of the proof. Both techniques were used within a prover
ArgoCLP thus making it more ecient, producing signicantly shorter generated





Ó îâîj ãëàâè áè£å ïðåäñòàâ§åí äèjàëåêò êîõåðåíòíå ëîãèêå, êàî è ìàòåìà-
òè÷êè äèjàëåêò êîjè jå áèî èíñïèðàöèjà ïðèëèêîì »åãîâîã êðåèðà»à.
4.1 Ìàòåìàòè÷êè äèjàëåêò
Ãåðõàðä Ãåíöåí jå 1934-òå óâåî ðà÷óíå ïðèðîäíå äåäóêöèjå è ðà÷óíå
ñåêâåíàòà çà êëàñè÷íó è èíòóèöèîíèñòè÷êó ëîãèêó [38, 88]. Ó »åãîâîj
äèñåðòàöèjè [38] Ãåíöåí êàæå:
Öè§ ìè jå áèî êðåèðà»å ôîðìàëèçìà êîjè áè áèî øòî áëèæè
§óäñêîì ðåçîíîâà»ó. Îòóäà jå íàñòàî ½ðà÷óí ïðèðîäíå äåäóêöèjå.
Äàíàñ ñó ïðàâèëà Ãåíöåíîâèõ ðà÷óíà ó îñíîâè ìíîãèõ ñèñòåìà çà
èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà.
Òåðìèí ìàòåìàòè÷êè äèjàëåêò jå 1980-å óâåî Íèêîëàñ Ãîâåðò äå Áðóèí
(Nicolaas Govert de Bruijn) ïðèëèêîì ïðåäñòàâ§à»à ôîðìàëèçìà çà çàïèñ
ìàòåìàòè÷êîã ðå÷íèêà [29]. Íàêîí òîãà jå íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ àóòîðà
ìîäèôèêîâàëî èëè íàäãðàäèëî äå Áðóèíîâ ðàä. Ôðèê Âåjäèê (Freek Wiedijk)
jå ïðàòèî äå Áðóèíîâó ìîòèâàöèjó [97], àëè jå òàêî¢å ïðèìåòèî äà:
Âåëèêè áðîj èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà êîðèñòè jåçèêå
êîjè âåîìà ëè÷å jåäíè íà äðóãå. Íàìå£å ñå çàê§ó÷àê äà ïîñòîjè
jåäàí óíèôîðìíè íà÷èí çàïèñèâà»à ìàòåìàòèêå äî êîã ñó ðà-
çëè÷èòå ãðóïå §óäè äîøëå íåçàâèñíî: íåøòî íàëèê ïðèðîäíîì
ìàòåìàòè÷êîì äèjàëåêòó. Êàêî jå ðàçâîj, ðàçëè÷èòèõ àëè
ñóøòèíñêè âåîìà ñëè÷íèõ îáëèêà, îâîã äèjàëåêòà òåêàî íåçàâèñíî
ìîæåìî ãà çâàòè ìàòåìàòè÷êèì äèjàëåêòîì.
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Ìàòåìàòè÷êè äèjàëåêò [97] êîjè jå èäåíòèôèêîâàî Âåjäèê ïðåäñòàâ§à
çàjåäíè÷êè ÷èíèëàö èçìå¢ó jåçèêà êîjå êîðèñòå äîêàçèâà÷è Hyperproof, Mizar
è Isabelle/Isar. Èàêî ñó ñóøòèíñêè êðåèðàíè íåçàâèñíî jåäàí îä äðóãîã, ñêîðî
ñâè ñó ó çíà÷àjíîj ìåðè, áàçèðàíè íà ïðèðîäíîj äåäóêöèjè. Âåjäèêîâ äèjàëåêò
íèjå äî ñàäà èìïëåìåíòèðàí, èàêî ñó Hyperproof, Mizar è Isabelle/Isar ðàçâèjåíè
êîðèñòå£è ñëè÷íå èäåjå.
4.2 Ðåïðåçåíòàöèjà äîêàçà ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè
Ó îâîì ïîãëàâ§ó áè£å ïðåäñòàâ§åíà íîâà, jåäíîñòàâíà à âåîìà èçðàæàjíà
ðåïðåçåíòàöèjà äîêàçà êîjà jå çàñíîâàíà íà êîõåðåíòíîj ëîãèöè è êîðèñòè
ñàìî íåêîëèêî ïðàâèëà èçâî¢å»à. Êðåèðàíà jå òàêî äà îìîãó£àâà jåäíîñòàâíî
ãåíåðèñà»å äîêàçà ó jåçèöèìà ðàçëè÷èòèõ èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà,
êàî è çà ãåíåðèñà»å äîêàçà íà ïðèðîäíîì jåçèêó. Jåçèê îïèñàí òîì
ðåïðåçåíòàöèjîì íàçâà£åìî äèjàëåêò êîõåðåíòíå ëîãèêå (Coherent Logic Ver-
nacular).
Ïîòðåáà çà îâàêâîì ðåïðåçåíòàöèjîì äîêàçà äîëàçè èç ÷è»åíèöå äà ïî-
ñòîjè íåêîëèêî âåîìà äîáðî ðàçâèjåíèõ è ïîïóëàðíèõ èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à
òåîðåìà (êàî øòî ñó Isabelle, Coq, Mizar, HOL-light, ïðåãëåä ïîïóëàðíèõ
äîêàçèâà÷à ìîæå ñå íà£è ó [98]) êîjè ðàçâèjàjó ìàõîì îäâîjåíå ôîðìàëèçàöèjå
ðàçëè÷èòèõ (à íåêàä è èñòèõ) òåîðèjà. Ôîðìàëèçàöèjå êîjå ñå êðåèðàjó íà
jåçèêó jåäíîã îä îâèõ äîêàçèâà÷à, ó îïøòåì ñëó÷àjó íå ìîãó áèòè òðèâèjàëíî
ïðåïèñàíå íà jåçèê íåêîã äðóãîã äîêàçèâà÷à. Êàêî ñêóï òàêâèõ ôîðìàëèçàöèjà
ðàñòå, jàâ§à ñå ïîòðåáà çà ïðåâî¢å»åì èçìå¢ó jåçèêà ðàçëè÷èòèõ èíòåðàêòèâíèõ
äîêàçèâà÷à òåîðåìà. Îâàêàâ çàäàòàê íèjå íè íàjìà»å jåäíîñòàâàí èç ðàçëîãà
øòî £å ñâàêè èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷ òåîðåìà èìàòè íåêå ñïåöèôè÷íîñòè.
Óïðêîñ òîìå, ïîñòîjå íîâè îáå£àâàjó£è ïðèñòóïè îâîì ïðîáëåìó [48]. Ðàçìåíà
äîêàçà èçìå¢ó ðàçëè÷èòèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà ìîãó£à jå êîðèø£å»åì äóáîêîã
èëè ïëèòêîã óòàïà»à (deep or shallow embeddings) [70, 53]. Ìåòjó Áîçôëàã
(Mathieu Boespug), Êâåíòèí Êàðáîíó (Quentin Carbonneaux) è Îëèâèjå
Õåðìàí (Olivier Hermant) ïðåäëàæó êîðèø£å»å λΠ-ðà÷óíà êàî óíèâåðçàëíîã
jåçèêà çà ïðåäñòàâ§à»å äîêàçà [13].
Óìåñòî êðåèðà»à àëàòà çà ïðåâî¢å»å èçìå¢ó jåçèêà ðàçëè÷èòèõ
èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à, ó îâîj òåçè jå ïðåäñòàâ§åí íîâè íà÷èí çàïèñèâà»à
äîêàçà ó îêâèðó êîõåðåíòíå ëîãèêå êàî è îäãîâàðàjó£à ðåïðåçåíòàöèjà äîêàçà
çàïèñàíà ó XML-ó. Îñíîâíè îáëèê ðåïðåçåíòàöèjå äîêàçà ñå ìîæå, óç ïîìî£
íåêîëèêî XSL àëàòà, òðàíñôîðìèñàòè ó äîêàçå çàïèñàíå íà jåçèöèìà çà
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ôîðìàëíî äîêàçèâà»å òåîðåìà Isabelle/Isar1 è Coq2, êàî è ó äîêàçå çàïèñàíå
íà ïðèðîäíîì jåçèêó (êîjè ìîãó áèòè ôîðìàòèðàíè ó LATEX-ó èëè ó HTML-ó).
Ðåïðåçåíòàöèjà äîêàçà êîjà jå îâäå ïðåäñòàâ§åíà jå ðåëàòèâíî jåäíîñòàâíà
è íåìà çà öè§ äà ïîêðèjå ñâå âðñòå ðàçëè÷èòèõ äîêàçà êîjè ñå ìîãó jàâèòè
ó ìàòåìàòèöè, íèòè ó ëîãèöè ïðâîã ðåäà. È ïîðåä òîãà, îâà ðåïðåçåíòàöèjà
äîêàçà jå äîâî§íî èçðàæàjíà äà ñå ó »îj ìîãó çàïèñàòè ìíîãå çàíèì§èâå
ìàòåìàòè÷êå òåîðèjå. Îñèì òîãà, êðåèðà»å äîêàçà ó îâîì ôîðìàòó jå
ðåëàòèâíî jåäíîñòàâíî çà êîõåðåíòíå äîêàçèâà÷å, àëè ìîæå ñå êîðèñòèòè è îä
ñòðàíå ñòàíäàðäíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà. Êðåèðà»å äîêàçà ó îâîì ôîðìàòó jå
ïîäðæàíî ó êîõåðåíòíîì äîêàçèâà÷ó ArgoCLP. Ñ îáçèðîì äà äîêàçè çàïèñàíè
ó îâîì ôîðìàòó èìàjó ìîãó£íîñò ïðåâî¢å»à ó äîêàçå çàïèñàíå ó jåçèöèìà
ðàçëè÷èòèõ èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà, òèìå jå îìîãó£åíî äå§å»å
äîáèjåíå ôîðìàëèçàöèjå èçìå¢ó ðàçëè÷èòèõ äîêàçèâà÷à.
Çà ðàçëèêó îä ïðàâèëà êîjå jå óâåî Áåçåì [9] íàø ñèñòåì £å áèòè ñåêâåíòíè
ñèñòåì, ñà ïðàâèëèìà èçâî¢å»à çà ñåêâåíòå.
Ó ïðàâèëèìà çà ñåêâåíòå êîðèñòèìî îçíàêå:
• ax ∈ AX jå ôîðìóëà A1(~x)∧ . . .∧An(~x)⇒ ∃~y(B1(~x, ~y)∨ . . .∨ Bm(~x, ~y)), 0 ≤
n, 0 ≤ m, Ai(~x) ñó àòîìè÷êå ôîðìóëå, Bi(~x, ~y) ñó êîíjóíêöèjå àòîìè÷êèõ
ôîðìóëà;
• ~x è ~y îçíà÷àâàjó âåêòîðå ïðîìåí§èâèõ (äóæèíå âå£å èëè jåäíàêå 0);
• Ai(~x), Bi(~x, ~y) è Bi(~y) íå ñàäðæå ñëîáîäíå ïðîìåí§èâå îñèì îíèõ êîjå ñå
íàëàçå ó ~x è ~y;
• ~a, ~b è ~c îçíà÷àâàjó âåêòîðå êîíñòàíòè (äóæèíå âå£å èëè jåäíàêå 0);
• ó îêâèðó ïðàâèëà emp, ~b ïðåäñòàâ§à íîâå êîíñòàíòå;
• Ai(~a) ñó ÷è»åíèöå;
• Bi(~a,~b) è Bi(~c) ñó êîíjóíêöèjå ÷è»åíèöa;
• Φ îçíà÷àâà ëèñòó êîíjóêàòà êîjè ïðèïàäàjó ôîðìóëè (êîíjóíêöèjè) Φ;
• Γ îçíà÷àâà ñêóï êîõåðåíòíèõ ôîðìóëà (ñêóï àêñèîìà òåîðèjå è òåêó£è
ñêóï èçâåäåíèõ ÷è»åíèöà).
1Àëàò çà òðàíñôîðìèñà»å ðåïðåçåíòàöèjå äîêàçà ó jåçèê èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à Isabelle
jå ðàçâèjåí ó ñàðàä»è ñà Ôèëèïîì Ìàðè£åì.
2Àëàò çà òðàíñôîðìèñà»å ðåïðåçåíòàöèjå äîêàçà ó jåçèê èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à Coq
jå êðåèðàî Æèëèåí Íàðáó.
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Ïðàâèëà èçâî¢å»à:
Γ, ax,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a), B1(~a,~b) ` P
Γ, ax,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a) ` P
emp (extended modus ponens , m = 1 )
Γ, ax,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a), B1(~a,~b) ∨ . . . ∨Bm(~a,~b) ` P
Γ, ax,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a) ` P
emp (m > 1 )
Γ, B1(~c) ` P . . . Γ, Bm(~c) ` P
Γ, B1(~c) ∨ . . . ∨Bm(~c) ` P
cs (case split)
Γ, Bi(~a,~b) ` ∃~y(B1(~a, ~y) ∨ . . . ∨ Bm(~a, ~y))
as (assumption)
Γ,⊥ ` P efq (ex falso quodlibet)
Ïðèìåíà ïðàâèëà ó ïðîöåñó äîêàçèâà»à îäãîâàðà ÷èòà»ó óíàçàä, òj.
ïðèìåíîì ïðàâèëà äîáèjà ñå ñàäðæàj èçíàä öðòå. Àêî jå äàò ñêóï êîõåðåíòíèõ
àêñèîìà AX è òåîðåìà A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x) ⇒ ∃~y(B1(~x, ~y) ∨ . . . ∨ Bm(~x, ~y)) êîjó
òðåáà äîêàçàòè, îíäà jå ó íàøåì ñèñòåìó ïîòðåáíî èçâåñòè íàðåäíè ñåêâåíò:
AX,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a) ` ∃~y(B1(~a, ~y) ∨ . . . ∨ Bm(~a, ~y))
Íàâåäåíè ñåêâåíò äîêàçójå ñå ïðèìåíîì ïðàâèëà èçâî¢å»à êîjà ñó íàâåäåíà,
ãäå ñó âåêòîðîì ~a óâåäåíè íîâè ñèìáîëè êîíñòàíòè.
Ïðèìåíà îâèõ ïðàâèëà íå ìå»à öè§ P êîjè ñå äîêàçójå, ÷èìå jå
îìîãó£åíî jåäíîñòàâíî ãåíåðèñà»å ÷èò§èâèõ äîêàçà. Ïðàâèëî emp (ex-
tended modus ponens) êîìáèíójå íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ ïðàâèëà: åëèìèíàöèjó
óíèâåðçàëíèõ êâàíòèôèêàòîðà, óâî¢å»å êîíjóíêöèjå, åëèìèíàöèjó èìïëèêàöèjå
è åëèìèíàöèjó (jåäíîã èëè âèøå) åãçèñòåíöèjàëíèõ êâàíòèôèêàòîðà. Òàêâà
êîìáèíàöèjà îìîãó£àâà äà êîðàöè äîêàçà áóäó íå ïðåâèøå jåäíîñòàâíè à äà
êîìïëåòàí äîêàç áóäå ÷èò§èâ. Ïîñòîjå ðàçëè÷èòà óâåðå»à î òîìå øòà ñó
½î÷èãëåäíà ïðàâèëà èçâî¢å»à [77], àëè ãîðå íàâåäåíà ïðàâèëà ñó íå ñàìî
óîáè÷àjåíà ó ìàòåìàòè÷êèì äîêàçèìà, âå£ ñó è ïîãîäíà çà àóòîìàòèçàöèjó ó
îêâèðó äîêàçèâà÷à çà êîõåðåíòíó ëîãèêó. Ó ïîðå¢å»ó ñà ïðàâèëèìà äàòèì
ó [9], ó îâîj òåçè ñå îäâàjà ïðàâèëî case split (åëèìèíàöèjà äèñjóíêöèjå) è
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ex falso quodlibet ïðàâèëî îä jåäíîã êîìáèíîâàíîã ïðàâèëà [9], çáîã ïîâå£à»à
÷èò§èâîñòè äîáèjåíîã äîêàçà. Ïðàâèëî ãðàíà»à (split ïðàâèëî) jå áèòàí äåî
ñòðóêòóðå äîêàçà, êîjè çàñëóæójå äà áóäå åêñïëèöèòíî íàâåäåí. Ïðàâèëî
ex falso quodlibet ñå ìîæå ïîñìàòðàòè êàî case split ñà íóëà ñëó÷àjåâà, àëè íà
òàj íà÷èí áè äîáèëè ìà»å ÷èò§èâå äîêàçå.
Ñâàêè äîêàç ó îêâèðó êîõåðåíòíå ëîãèêå ìîæå áèòè ïðåäñòàâ§åí íà ñëåäå£è
íà÷èí (emp ïðàâèëî ñå êîðèñòè íóëà èëè âèøå ïóòà, cs ïðàâèëî ñàäðæè ìàêàð
äâà îájåêòà òèïà proof ):
proof ::= emp∗ (cs(proof ≥2) | as | efq)
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ëîãèêå
Çà çàïèñ äèjàëåêòà êîõåðåíòíå ëîãèêå êîðèø£åí jå ïðîøèðèâè jåçèê çà
îçíà÷àâà»å òåêñòóàëíèõ äîêóìåíàòà XML (åíã. EXtensible Markup Language)3.
XML ïðåäñòàâ§à jåäíîñòàâàí è ôëåêñèáèëàí jåçèê èíñïèðèñàí SGML-îì (åíã.
Standard Generalize Markup Language, ISO 8879), êîjè ñå óïîòðåá§àâà çà
îçíà÷àâà»å òåêñòóàëíèõ äîêóìåíàòà êîðèø£å»åì åòèêåòà (åíã. tag), êàî è çà
ðàçìåíó èíôîðìàöèjà èçìå¢ó ðàçëè÷èòèõ èíôîðìàöèîíèõ ñèñòåìà. XML jå
ïðèìàðíî ½ìåòàjåçèê  jåçèê êîjè ñå êîðèñòè çà îïèñèâà»å äðóãèõ jåçèêà çà
îçíà÷àâà»å, íèjå ôèêñàí jåçèê è íåìà ôèêñàí ñêóï åòèêåòà êîjå ìîæå äà êî-
ðèñòè (çà ðàçëèêó îä jåçèêà çà îçíà÷àâà»å HTML). Ó îêâèðó XML-à, åòèêåòå
îçíà÷àâàjó ñåìàíòè÷êó ñòðóêòóðó äîêóìåíòà. Ïðîïèñàí jå îä ñòðàíå WWW
Êîíçîðöèjóìà (åíã. World Wide Web Consortium, ñêðà£åíî W3C) è ïîäðæàí jå
îä ñòðàíå âå£èíå àêòóåëíèõ èíòåðíåò ïðåãëåäà÷à.
Ïîñòîjè íåêîëèêî jåçèêà êîjè ñëóæå çà ïðåäñòàâ§à»å ñòðóêòóðå è ñàäðæàjà
jåäíîã òèïà XML äîêóìåíàòà. Íàjïîïóëàðíèjè ñó äåôèíèöèjà òèïà äîêóìåíòà
DTD (åíã. Data Type Denition), XML Schema, Relax, etc.[54]. Ñïåöèôèêàöèjå
äàòå jåäíèì îä îâèõ jåçèêà îìîãó£àâàjó àóòîìàòñêó âåðèôèêàöèjó (âàëèäàöèjó)
äà ëè äàòè äîêóìåíò çàäîâî§àâà ñèíòàêòè÷êå ðåñòðèêöèjå êîjå ñó çàäàòå.
Jåçèê çà òðàíñôîðìèñà»å XSLT (åíã. Extensible Style-sheet Language Trans-
formation)4 jå jåçèê çà îáðàäó äîêóìåíàòà êîjè ñå êîðèñòè çà òðàíñôîðìèñà»å
XML äîêóìåíàòà ó èçëàçíå äîêóìåíòå. XSLT äîêóìåíò ñå ñàñòîjè îä
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èíòåðïðåòèðà»à ñàäðæàjà óëàçíîã XML äîêóìåíòà. Îâà ïðàâèëà ãîâîðå XSLT
ïðîöåñîðó íà êîjè íà÷èí òðåáà äà ïðèêàæå ïîäàòêå: êàî XML äîêóìåíò, html
äîêóìåíò, îáè÷àí òåêñò èëè ó íåêîì äðóãîì ôîðìàòó.
Ðåïðåçåíòàöèjà äîêàçà ó îêâèðó êîõåðåíòíå ëîãèêå îïèñàíà ó ïîãëàâ§ó 4.2
£å ïðåäñòàâ§àòè îñíîâó XML ðåïðåçåíòàöèjå äîêàçà. Ðàçâèjåíà jå ñà öè§åì
äà ïðåäñòàâ§à âåçó èçìå¢ó àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà è èíòåðàêòèâíèõ
äîêàçèâà÷à òåîðåìà. Ôîðìàëíè äîêàçè (çàïèñàíè ó jåçèöèìà Isabelle/Isar è Coq)
äîáèjåíè íà îñíîâó XML ðåïðåçåíòàöèjå äîêàçà êîjè £å áèòè ïðåäñòàâ§åí ó
îâîj òåçè ñó âåîìà ÷èò§èâè. Ñàì XML äîêóìåíò jå òàêî¢å ÷èò§èâ çà ÷îâåêà
àëè jå îáåçáå¢åíà àëòåðíàòèâà ó âèäó äîêàçà çàïèñàíèõ ó ïðèðîäíîì jåçèêó
(ôîðìàòèðàíè, íà ïðèìåð, ó LATEX-ó). Ó íàñòàâêó jå äàò äåî DTD äîêóìåíòà
Vernacular.dtd êîjè îïèñójå ðåïðåçåíòàöèjó äîêàçà ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè.
...
<!--******** Theory **************-->
<!ELEMENT theory (theory_name, signature, axiom*) >
<!ELEMENT theory_name (#PCDATA)>
<!ELEMENT signature (type*, relation_symbol*, constant*) >
<!ELEMENT relation_symbol (type*)>
<!ATTLIST relation_symbol name CDATA #REQUIRED>
<!ELEMENT type (#PCDATA)>
<!ELEMENT axiom (cl_formula)>
<!ATTLIST axiom name CDATA #REQUIRED>
...
Îâàj äåî DTD äîêóìåíòà îïèñójå ïîjàì òåîðèjå. Äåôèíèöèjå, çàïèñàíå êðîç
ïàðîâå êîõåðåíòíèõ ôîðìóëà, êîðèñòå ñå êàî àêñèîìå. Äîêóìåíò êîjè ñàäðæè
îïèñ êîíêðåòíå òåîðèje ìîæå áèòè çàjåäíè÷êè çà âèøå ðàçëè÷èòèõ äîêóìåíàòà
êîjè îïèñójó êîíêðåòíå òåîðåìå è äîêàçå.
...
<!--******** Theorem **************-->
<!ELEMENT theorem (theorem_name, cl_formula, proof+)>
<!ELEMENT theorem_name (#PCDATA)>
<!ELEMENT conjecture (name, cl_formula)>
<!--******** Proof **************-->
<!ELEMENT proof (proof_step*, proof_closing, proof_name?)>
<!ELEMENT proof_name EMPTY>
<!ATTLIST proof_name name CDATA #REQUIRED>
<!--******** Proof steps **************-->
<!ELEMENT proof_step (indentation,modus_ponens)>
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<!ELEMENT proof_closing (indentation, (case_split|efq|from),
(goal_reached_contradiction|goal_reached_thesis))>
...
Îâàj äåî äîêóìåíòà îïèñójå ïîjàì òåîðåìå è äîêàçà. Êàêî jå îïèñàíî ó
ïîãëàâ§ó 4.2, äîêàç ñå ñàñòîjè îä íèçà ïðèìåíà ïðàâèëà åxtended modus po-
nens è çàâðøàâà ñå ïðèìåíîì jåäíîã îä íàðåäíèõ ïðàâèëà: (case split , as , èëè
efq). Ó îêâèðó ïðàâèëà êîjèì ñå çàâðøàâà äîêàç, ïîñòîjè äîäàòíà èíôîðìàöèjà
î òîìå äà ëè jå äîêàç êîìïëåòèðàí êîíòðàäèêöèjîì (⊥) èëè ïðîíàëàæå»åì
jåäíîã îä äèñjóíêàòà öè§à òåîðåìå. Îâó èíôîðìàöèjó ãåíåðèøå àóòîìàòñêè
äîêàçèâà÷ òåîðåìà è îíà ñëóæè ïîâå£à»ó ÷èò§èâîñòè äîáèjåíîã äîêàçà, àëè ñå
òàêî¢å ìîæå êîðèñòèòè ó öè§ó ëàêøå òðàíñôîðìàöèjå äîêàçà. Ó îêâèðó ñâàêîã
êîðàêà äîêàçà ÷óâà ñå è ïîäàòàê î óãíåæäåíîñòè êîðàêà. Îâà èíôîðìàöèjà ñå
êîðèñòè çà ëåïøè ïðèêàç ñàìîã äîêàçà jåð íîñè èíôîðìàöèjó î íèâîó ïîääîêàçà.
Êðåèðàíî jå íåêîëèêî XSL äîêóìåíàòà çà òðàíñôîðìèñà»å äîáèjåíîã XML
äîêóìåíòà ó äîêàçå çàïèñàíå íà jåçèöèìà èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà
Isabelle/Isar (VernacularISAR.xls) è Coq (VernacularCoqTactics.xls), êàî è
ó äîêàçå çàïèñàíå íà ïðèðîäíîì jåçèêó (åíãëåñêîì è ñðïñêîì) ôîðìàòèðàíå
ó LATEX-ó è ó HTML-ó (VernacularTex.xls, VernacularSrpskiTex.xls è
VernacularHTML.xls). Aðõèòåêòóðà ïðåäñòàâ§åíîã ñèñòåìà jå ïðèêàçàíà íà
ñëèöè 4.1.
Ñëèêà 4.1: Àðõèòåêòóðà ïðåäñòàâ§åíîã ñèñòåìà
Ïðåâî¢å»å XML äîêóìåíòà ó äîêàç çàïèñàí ó Isar jåçèêó jå ðåëàòèâíî
jåäíîñòàâíî jåð ñå ñâàêè êîðàê XML äîêóìåíòà òðèâèjàëíî ïðåâîäè ó îäãîâà-
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ðàjó£è Isar êîðàê.5 Ïðèëèêîì çàïèñèâà»à ôîðìàëíèõ äîêàçà ó Isar-ó (è Coq-ó)
êîðèñòè ñå ½îáè÷íà íåãàöèjà, óìåñòî ôîðìå íåãàöèjå êîjà ñå êîðèñòè ó îêâèðó
êîõåðåíòíå ëîãèêå.
Ïðåâî¢å»å XML äîêóìåíòà ó äîêàç çàïèñàí ó jåçèêó äîêàçèâà÷à Coq
jå óðà¢åíî íàëèê ïðåâî¢å»ó ó Isar jåçèê, óïðêîñ òîìå øòî jå êîðèø£å»å
òàêòèêà ó îêâèðó äîêàçèâà÷à Coq ìíîãî ïîïóëàðíèjå îä äåêëàðàòèâíîã íà÷èíà
ïèñà»à äîêàçà. Ó îêâèðó Coq äîêàçà ïðèëèêîì ðåôåðèñà»à íà íàïðàâ§åíå
ïðåòïîñòàâêå êîðèñòå ñå ñàìå ïðåòïîñòàâêå óìåñòî »èõîâèõ èìåíà (íà ïðèìåð:
by cases on (A = B \/ A <> B)). Äîäàòíî, ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå òî ìîãó£å,
ïðåòïîñòàâêå óîïøòå íå£å áèòè íàâåäåíå. Ó öè§ó ïîáî§øà»à ÷èò§èâîñòè
äîêàçà êðåèðàíå ñó íîâå òàêòèêå êîjå èìïëåìåíòèðàjó ïðàâèëà èçâî¢å»à
êîõåðåíòíå ëîãèêå. Ðåçîíîâà»å óíàïðåä ñå èçâîäè ïðèìåíîì assert òàêòèêå.
Jåäíàêîñò ñå çàïèñójå êàî Ëàjáíèöîâà (Leibniz) jåäíàêîñò.
Ïðåâî¢å»å ó LATEX è HTML óê§ó÷ójå äîäàòíó XSLT äàòîòåêó ó êîjîj ñå
ìîæå äåôèíèñàòè ñïåöèôè÷àí íà÷èí çàïèñà çà îäðå¢åíå ðåëàöèîíå ñèìáîëå
(íà ïðèìåð, (A,B) ∼= (C,D) ìîæå áèòè êîðèø£åíî çà çàïèñèâà»å ðåëàöèjå
cong(A,B,C,D)).
XSLT äîêóìåíòè êîjè ñó êðåèðàíè ñó ðåëàòèâíî jåäíîñòàâíè è êðàòêè 
ñâàêè èìà îêî 500 ðåäîâà. Íà îñíîâó òîãà ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà áè è ïðåâî¢å»å
ó äðóãå ôîðìàòå (jåçèêå äðóãèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà êàî øòî ñó Mizar è HOL
light, LATEX ôîðìàò çà äðóãå ïðèðîäíå jåçèêå, MathML, OMDoc èëè TPTP) áèëî
ðåëàòèâíî jåäíîñòàâíî, ÷èìå áè ñå îìîãó£èëî êîðèø£å»å óíèôîðìíîã ôîðìàòà
çà çàïèñèâà»å ìàòåìàòè÷êèõ ñàäðæàjà.
Êîõåðåíòíè äîêàçèâà÷ ArgoCLP, îïèñàí ó îâîj òåçè, ãåíåðèøå èçëàçíå äîêàçå
ó XML ôîðìàòó êîjè jå ó ñêëàäó ñà îïèñàíèì DTD äîêóìåíòîì. Ãåíåðèñàíè
XML äîêóìåíò jå ðåëàòèâíî jåäíîñòàâàí è ñàñòîjè ñå îä òðè äåëà: frontpage
(ó êîì ñå íàëàçå ïîäàöè î àóòîðó òåîðåìå, äîêàçèâà÷ó êîjè ñå êîðèñòè è äàòóì
êðåèðà»à äîêóìåíòà), theory (ó êîì ñå íàëàçè ñèãíàòóðà òåîðèjå è àêñèîìå êîjå
ñó êîðèø£åíå) è ëèñòà òâð¢å»à èëè òåîðåìà (ïîòåíöèjàëíî îðãàíèçîâàíèõ ïî
ïîãëàâ§èìà) çàjåäíî ñà »èõîâèì äîêàçèìà. Îâàêî êðåèðàíè XML äîêóìåíòè
ìîãó äåëèòè çàjåäíè÷êå frontpage è theory äàòîòåêå è ìîãó áèòè êîðèø£åíè çà
÷óâà»å âå£èõ ñêóïîâà òåîðåìà. Ó íàñòàâêó òåêñòà jå ïðèëîæåí XML äîêóìåíò
êðåèðàí îä ñòðàíå äîêàçèâà÷à ArgoCLP çà jåäíó òåîðåìó.6
<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?>
5Èàêî ñèñòåì Isabelle ðàñïîëàæå àëàòîì çà äîêàçèâà»å coherent êîjè êîðèñòè èíòåðíè
äîêàçèâà÷ òåîðåìà áàçèðàí íà êîõåðåíòíîj ëîãèöè, òàj àëàò ñå íå êîðèñòè ïðèëèêîì ïðåâî¢å»à
äîêàçà èç XML ôîðìàòà ó Isar jåçèê.
6Êîìïëåòàí àëàò çà ðàä ñà îâèì XML ôîðìàòîì, çàjåäíî ñà ñêóïîì òåîðåìà, ñå íàëàçè íà
àäðåñè http://argo.matf.bg.ac.rs/downloads/software/clvernacular.zip.
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<!DOCTYPE main SYSTEM "Vernacular.dtd">
<?xml-stylesheet href="VernacularISAR.xsl" type="text/xsl"?>
<main>
<xi:include href="frontpage.xml" parse="xml" xmlns:xi="http://www.w3.org/2003/XInclude"/>
<xi:include href="theory_thm_4_19.xml" parse="xml" xmlns:xi="http://www.w3.org/2003/XInclude"/>
<chapter name="th_4_19">
<xi:include href="proof_thm_4_19.xml" parse="xml" xmlns:xi="http://www.w3.org/2003/XInclude"/>
</chapter>
</main>
Ó ñëó÷àjó äà ñå ñèñòåì êîðèñòè çà ãåíåðèñà»å äîêàçà òåîðåìà íåêå òåîðèjå,
ìîæå ñå êðåèðàòè XML äîêóìåíò êîjè £å ñàäðæàòè äîêàçå ñâèõ ïîjåäèíà÷íèõ
òåîðåìà. Ó íàñòàâêó òåêñòà ñå íàëàçè äåî òàêâîã äîêóìåíòà.
<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"?>
<!DOCTYPE main SYSTEM "Vernacular.dtd">
<?xml-stylesheet href="VernacularISAR.xsl" type="text/xsl"?>
<main>
<xi:include href="frontpage.xml" parse="xml" xmlns:xi="http://www.w3.org/2003/XInclude"/>
<xi:include href="theory.xml" parse="xml" xmlns:xi="http://www.w3.org/2003/XInclude"/>
<chapter name="Consequences of the Axioms A1-A5">
<xi:include href="proof_th_2_1.xml" parse="xml" xmlns:xi="http://www.w3.org/2003/XInclude"/>
<xi:include href="proof_th_2_2.xml" parse="xml" xmlns:xi="http://www.w3.org/2003/XInclude"/>
...
</chapter>
<chapter name = "Simple Properties of Betweenness">
<xi:include href="proof_th_3_1.xml" parse="xml" xmlns:xi="http://www.w3.org/2003/XInclude"/>
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XML ôîðìàò è ñêóï àëàòà êîjè jå êðåèðàí çà ðàä ñà »èì jå êîðèø£åí íàä
íèçîì òåîðåìà è »èõîâèõ äîêàçà ãåíåðèñàíèì îä ñòðàíå äîêàçèâà÷à ArgoCLP.
Ó îâîì ïîãëàâ§ó áè£å ïðèêàçàíè äîêàçè òåîðåìå èç ê»èãå Metamathematis-
che Methoden in der Geometrie, ÷èjè ñó àóòîðè Âîëôðàì Øâàáõîjçåð (Wolfram
Schwabhauser), Âàíäà Øìèëåâ è Àëôðåä Òàðñêè [79], êîjà ïðåäñòàâ§à jåäíó
îä êëàñè÷íèõ ìàòåìàòè÷êèõ ê»èãà äâàäåñåòîã âåêà. Òåîðèjà êîjà ñå êîðè-
ñòè jå îïèñàíà ó ïîãëàâ§ó 2.1. Âå£èíà òåîðåìà êîjå ñå íàëàçå ó îâîj ê»èçè
ïðèïàäàjó êîõåðåíòíîj ëîãèöè èëè ìîãó áèòè òðèâèjàëíî òðàíñôîðìèñàíå òàêî
äà ïðèïàäàjó êîõåðåíòíîj ëîãèöè. Íàêîí èçâî¢å»à ïîòðåáíèõ òðàíñôîðìàöèjà,
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áðîj êîõåðåíòíèõ òåîðåìà êîjè jå äîáèjåí (238) jå íåøòî âå£è îä áðîjà òåîðåìà
êîjå ñó äàòå ó ê»èçè [86].
Ó íàñòàâêó òåêñòà jå ïðèêàçàí äîêàç jåäíå îä òåîðåìà (4.19) èç ê»èãå
Òàðñêîã. Òåîðåìà jå äîêàçàíà ïîìî£ó äîêàçèâà÷à ArgoCLP (êîìå jå çàäàòà ëèñòà
ðåëåâàíòíèõ àêñèîìà è òåîðåìà äîáèjåíà íàêîí èíòåðàêöèjå ñà ðåçîëóöèjñêèì
äîêàçèâà÷èìà), ãåíåðèñàíè äîêàç jå çàïèñàí ó XML ôîðìàòó è íàêîí òîãà
jå ïðåâåäåí ó äîêàç ó ïðèðîäíîì jåçèêó êîðèø£å»åì îäãîâàðàjó£å XSL
òðàíñôîðìàöèjå (ïðèëèêîì çàïèñèâà»à äîêàçà ó ïðèðîäíîì jåçèêó êîðèñòè ñå
èíôèêñíà íîòàöèjà (A,B) ∼= (C,D) ïðåäèêàòñêîã ñèìáîëà cong(A,B,C,D) è
îçíà÷àâà äà jå ïàð òà÷àêà (A,B) ïîäóäàðàí ïàðó òà÷àêà (C,D), bet(A,B,C)
îçíà÷àâà äà ñå òà÷êà B íàëàçè èçìå¢ó òà÷àêà A è C, col(A,B,C) îçíà÷àâà äà
ñó òà÷êå A, B è C êîëèíåàðíå).
Teorema 4.1 (th 4 19) Assuming that bet(A,B,C) and AB ∼= AD and CB ∼=
CD it holds that B = D.
Proof:
1. It holds that bet(B,A,A) (using th 3 1).
2. From the fact(s) bet(A,B,C) it holds that col(C,A,B) (using ax 4 10 3).
3. From the fact(s) AB ∼= AD it holds that AD ∼= AB (using th 2 2).
4. It holds that A = B or A 6= B.
5. Assume that: A = B.
6. From the fact(s) AD ∼= AB and A = B it holds that AD ∼= AA.
7. From the fact(s) AD ∼= AA it holds that A = D (using ax 3).
8. From the fact(s) A = B and A = D it holds that B = D.
9. The conclusion follows from the fact(s) B = D.
10. Assume that: A 6= B.
11. It holds that A = C or A 6= C.
12. Assume that: A = C.
13. From the fact(s) bet(A,B,C) and A = C it holds that bet(A,B,A).
14. From the fact(s) bet(A,B,A) and bet(B,A,A) it holds that A = B (using
th 3 4).
15. From the fact(s) A 6= B and A = B we get contradiction.
16. Assume that: A 6= C.
17. From the fact(s) A 6= C it holds that C 6= A.
61
4.4 Ïðèìåð ãåíåðèñàíèõ äîêàçà
18. From the fact(s) C 6= A and col(C,A,B) and CB ∼= CD and AB ∼= AD
it holds that B = D (using th 4 18).
19. The conclusion follows from the fact(s) B = D.
20. The conclusion follows in all cases.
21. The conclusion follows in all cases.
QED
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Ó íàñòàâêó jå ïðèêàçàí äîêàç èñòå òåîðåìå çàïèñàí ó jåçèêó èíòåðàêòèâíîã
äîêàçèâà÷à Isabelle:
lemma th_4_19 : assumes "bet A B C" and "cong A B A D" and "cong
C B C D" shows "(B = D)"
proof -
have "bet B A A" by (rule th_3_1)
from `bet A B C` have "col C A B" by (rule ax_4_10_3)
from `cong A B A D` have "cong A D A B" by (rule th_2_2)
have "A = B ∨ A ~= B" by (subst disj_commute, rule excluded_middle)
show ?thesis
proof(cases "A = B")
case True
from `cong A D A B` and `A = B` have "cong A D A A" by simp
from `cong A D A A` have "A = D" by (rule ax_3)
from `A = B` and `A = D` have "B = D" by simp
from `B = D` show ?thesis by assumption
next
case False
have "A = C ∨ A ~= C"
by (subst disj_commute, rule excluded_middle)
show ?thesis
proof(cases "A = C")
case True
from `bet A B C` and `A = C` have "bet A B A" by simp
from `bet A B A` and `bet B A A` have "A = B"
by (rule th_3_4)
from `A ~= B` and `A = B` have "False" by (rule notE)
from this show ?thesis by (rule FalseE)
next
case False
from `A ~= C` have "C ~= A" by (rule not_sym)
from `C ~= A` and `col C A B` and `cong C B C D` and
`cong A B A D` have "B = D" by (rule th_4_18)
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Ó íàñòàâêó jå ïðèêàçàí äîêàç èñòå òåîðåìå çàïèñàí ó jåçèêó èíòåðàêòèâíîã
äîêàçèâà÷à Coq:
Theorem th 4 19 : ∀ (A:point) (B :point) (C :point) (D :point), (bet A B C ∧
cong A B A D ∧ cong C B C D) → B = D.
Proof.
intros.
assert (bet B A A) by applying (th 3 1 B A ) .
assert (col C A B) by applying (ax 4 10 3 A B C ) .
assert (cong A D A B) by applying (th 2 2 A B A D ) .
assert (A = B ∨ A 6= B) by applying (ax g1 A B ) .
by cases on (A = B ∨ A 6= B).
- {
assert (cong A D A A) by (substitution).
assert (A = D) by applying (ax 3 A D A ) .




assert (A = C ∨ A 6= C ) by applying (ax g1 A C ) .
by cases on (A = C ∨ A 6= C ).
- {
assert (bet A B A) by (substitution).
assert (A = B) by applying (th 3 4 A B A ) .




assert (C 6= A) by (substitution).





Îä ñêóïà òåîðåìà çàïèñàíèõ ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè (238), äîêàçèâà÷ ArgoCLP
jå ïîòïóíî àóòîìàòñêè äîêàçàî 85 (36%) òåîðåìà è èçãåíåðèñàî »èõîâå äîêàçå ó
XML ôîðìàòó. Íàêîí òîãà jå êðåèðàí jåäàí çàjåäíè÷êè XML äîêóìåíò ó êîìå ñå
íàëàçå ñâå äîêàçàíå òåîðåìå ñà ñâîjèì äîêàçèìà è íåäîêàçàíå òåîðåìå îçíà÷åíå
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êàî ïðåòïîñòàâêå (åíã. conjectures). Êîìïëåòàí äîêóìåíò îäãîâàðà îðèãèíàëíîj
ê»èçè è ìîæå áèòè åêñïîðòîâàí ó LATEX (èëè PDF) ôîðìàò, HTML, Isabelle èëè
Coq ôîðìàò.7
4.5 Coherent Logic Vernacular  Summary
This chapter introduces a new vernacular designed for coherent logic and a proof
representation that describes it. It is not intended to serve as the mathematical
vernacular, but it can cover a signicant portion of many interesting mathematical
theories. The presented proof representation is very simple, yet expressive enough
and suitable for many everyday mathematical developments.
Its development is motivated by the existence of several very mature and pop-
ular interactive theorem provers (including Isabelle, Coq, Mizar, HOL-light) that
have large repositories of formalized mathematics but still cannot easily share the
same mathematical knowledge. There are recent eorts to build a mechanism for
translation between dierent proof assistants, but it is non-trivial because of many
deep specics of each proof assistant.
Coherent logic vernacular presented in this paper is inspired by the mathematical
vernacular proposed by Wiedijk [97] that is in a sense the common denominator of
the proof languages of Hyperproof, Mizar and Isabelle/Isar.
Using a proof representation such as this one will facilitate exporting readable
mathematical knowledge from automated theorem provers to interactive theorem
provers. Automated theorem provers now don't have to deal with specics of proof
assistants since the task of generating object-level proofs for proof assistants (or
proofs expressed in natural language) is removed from theorem provers (where it
would be hard-coded). With the use of simple interchange XML format, that is del-
egated to a set of XSLT style-sheets, formal proofs (and natural language proofs)
are generated. This feature gives exibility to the vernacular and enables use of ad-
ditional target formats (by creating additional XSLT style-sheets) without changing
the prover.
The proposed proof representation uses only a few inference rules, a variant of
the rules given by Bezem [9]. In the presented rules we assume:
• ax ∈ AX is a formula of the form A1(~x) ∧ . . . ∧ An(~x) ⇒ ∃~y(B1(~x, ~y) ∨ . . . ∨
Bm(~x, ~y)), 0 ≤ n, 0 ≤ m, Ai(~x) are atomic formulae, Bi(~x, ~y) are conjunctions
7Ïðåâî¢å»å êîìïëåòíîã XML äîêóìåíòà êîjè ñàäðæè 85 äîêàçà ó ôîðìàòå Isabelle, Coq,
HTML, LATEX (è íàêîí òîãà ó PDF) ñâå çàjåäíî òðàjå îêî 20s íà ðà÷óíàðó PC ñà ïðîöåñîðîì
AMD Opteron 6168. Ãåíåðèñàíè Isabelle äîêóìåíò ñå âåðèôèêójå çà 30s, à Coq äîêóìåíò çà 6s.
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of atomic formulae;
• ~x and ~y denote vectors of variables (possibly of length zero);
• Ai(~x), Bi(~x, ~y) and Bi(~y) have no free variables other than those from ~x è ~y;
• ~a, ~b, ~c denote vectors of constants (possibly of length zero);
• in the rule emp, ~b are fresh constants;
• Ai(~a) are ground atomic formulae;
• Bi(~a,~b) and Bi(~c) are conjunctions of ground atomic formulae;
• Φ denotes the list of conjuncts in Φ;
• Γ denotes a set of coherent logic formulae.
The rules that are used are:
Γ, ax,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a), B1(~a,~b) ` P
Γ, ax,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a) ` P
emp (extended modus ponens , m = 1 )
Γ, ax,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a), B1(~a,~b) ∨ . . . ∨Bm(~a,~b) ` P
Γ, ax,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a) ` P
emp (m > 1 )
Γ, B1(~c) ` P . . . Γ, Bm(~c) ` P
Γ, B1(~c) ∨ . . . ∨Bm(~c) ` P
cs (case split)
Γ, Bi(~a,~b) ` ∃~y(B1(~a, ~y) ∨ . . . ∨ Bm(~a, ~y))
as (assumption)
Γ,⊥ ` P efq (ex falso quodlibet)
Given a set of coherent axioms AX and a coherent conjecture A1(~x) ∧ . . . ∧
An(~x)⇒ ∃~y(B1(~x, ~y) ∨ . . . ∨ Bm(~x, ~y)), the goal is to derive the following sequent:
AX,A1(~a) ∧ . . . ∧ An(~a) ` ∃~y(B1(~a, ~y) ∨ . . . ∨ Bm(~a, ~y))
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The sequent is proved using the given rules, while ~a denotes a vector of new sym-
bols of constants. Presented rules do not change the goal P which is kept implicit
thus enabling generation of readable proofs. The rule emp actually combines univer-
sal instantiation, conjunction introduction, extended modus ponens, and elimination
of (zero or more) existential quantiers. This seems to be a reasonable granularity
for an inference step, albeit probably the maximum one for keeping proofs readable.
Case distinction (split) is an important way of structuring proofs that deserves to
be made explicit.
Any coherent logic proof can be represented in the following simple way (emp is
used zero or more time, cs involves at least two other proof objects):
proof ::= emp∗ (cs(proof ≥2) | as | efq)
The generated proofs, written in XML proof representation, are simple and can
be divided into three parts: frontpage, theory, and (organized in chapters) a list
of conjectures or theorems with their proofs. The frontpage le can provide the
author of the theorem, the prover used for generating the proof, and the date; while
the theory le can provide the signature and the axioms of the theory. This way,
those two les can be shared by a number of XML documents enabling a simple
construction of bigger collections of theorems.
XSL transformations are implemented from XML format to Isabelle/Isar (Ver-
nacularISAR.xls), Coq (VernacularCoqTactics.xls), and to a natural language (En-
glish and Serbian) in LATEX form and in HTML form (VernacularTex.xls, Ver-
nacularSrpskiTex.xls and VernacularHTML.xls). The developed XSLT style-sheets
are rather simple and short  each only around 500 lines long. This shows that
transformations for other target languages (other theorem provers, like Mizar and
HOL light, LATEX with other natural languages, MathML, OMDoc or TPTP) can




Ñèñòåì çà àóòîìàòñêó è
èíòåðàêòèâíó ôîðìàëèçàöèjó
ãåîìåòðèjå
Àóòîìàòñêèì äîêàçèâà÷èìà òåîðåìà è èíòåðàêòèâíèì äîêàçèâà÷èìà
òåîðåìà ñå ó ïîñëåä»èõ íåêîëèêî ãîäèíà ïîñâå£ójå ñâå âèøå ïàæ»å øòî êàî
ðåçóëòàò äàjå ñâå âå£è áðîj ôîðìàëèçàöèjà çíà÷àjíèõ äåëîâà íåòðèâèjàëíîã
ìàòåìàòè÷êîã çíà»à. Óñïåñè ïîñòèãíóòè íà òèì ïî§èìà ïðåäñòàâ§àjó
ïîäñòèöàj çà ðàçâèjà»å ñèñòåìà îïèñàíîã ó îâîj ãëàâè. Ñèñòåì ñå ìîæå
êîðèñòèòè çà ïîòïóíî àóòîìàòñêó ôîðìàëèçàöèjó ìàòåìàòè÷êîã çíà»à è, ó
ìàëî èçìå»åíîì îáëèêó, çà àóòîìàòñêî ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà èç
ìàòåìàòè÷êèõ ó¶áåíèêà. Ñèñòåì ãåíåðèøå ìàøèíñêè ïðîâåðèâå äîêàçå (çà ðà-
çëè÷èòå èíòåðàêòèâíå äîêàçèâà÷å òåîðåìà) è ÷èò§èâå äîêàçå (íàëèê äîêàçèìà
êîjè ñå ìîãó íà£è ó ìàòåìàòè÷êèì ó¶áåíèöèìà).
5.1 Ñèñòåì çà àóòîìàòñêó ôîðìàëèçàöèjó
Ñâè ñèñòåìè çà äîêàçèâà»å òåîðåìà (îïèñàíè ó ãëàâè 2) èìàjó ñâîjå
ïðåäíîñòè è ìàíå: èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷è òåîðåìà ñó ïîóçäàíè, àëè íèâî
àóòîìàòèçàöèjå êîjèì ðàñïîëàæó èìà ñâîjà îãðàíè÷å»à è äîáèjåíè äîêàçè ñå íå
ìîãó jåäíîñòàâíî èñêîðèñòèòè ó îêâèðó äðóãèõ ôîðìàëèçàöèjà; ðåçîëóöèjñêè
äîêàçèâà÷è òåîðåìà ñó ó ïîòïóíîñòè àóòîìàòñêè è âåîìà åôèêàñíè, àëè íå ãå-
íåðèøó ìàøèíñêè ïðîâåðèâå íèòè ÷èò§èâå äîêàçå (ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà äîêàçè
ñå íå ãåíåðèøó óîïøòå); äîêàçèâà÷è áàçèðàíè íà êîõåðåíòíîj ëîãèöè ñó àóòî-
ìàòñêè è (íåêè îä »èõ) ãåíåðèøó êàêî ìàøèíñêè ïðîâåðèâå òàêî è ÷èò§èâå
äîêàçå, àëè íèñó äîâî§íî åôèêàñíè äà áè ñàìîñòàëíî ìîãëè äà ñå êîðèñòå çà
5.1 Ñèñòåì çà àóòîìàòñêó ôîðìàëèçàöèjó
äîêàçèâà»å êîìïëåêñíèõ ìàòåìàòè÷êèõ òåîðåìà.
Èäåjà êîjà ñòîjè èçà ñèñòåìà îïèñàíîã ó îâîì ïîãëàâ§ó jåñòå àóòîìàòèçàöèjà
ïðîöåñà ôîðìàëèçàöèjå ðàçëè÷èòèõ ìàòåìàòè÷êèõ òåîðèjà (êîjå ïðèïàäàjó
êîõåðåíòíîj ëîãèöè, òj. ñà ñâèì àêñèîìàìà è òâð¢å»èìà çàïèñàíèì ó îêâèðó
êîõåðåíòíå ëîãèêå). Äà áè ñå òî ïîñòèãëî áè£å êîðèø£åíà ñâå òðè âðñòå ñèñòåìà
çà äîêàçèâà»å òåîðåìà ïîìåíóòà ó ïðåòõîäíîì ïàñóñó òàêî äà ñå èñêîðèñòå
íàjáî§å êàðàêòåðèñòèêå ñâàêîã îä »èõ.
Ñèñòåì êîìáèíójå ïðåäíîñòè è ñâîjñòâà íåêîëèêî ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à
(Vampire, E è Spass), àóòîìàòñêîã äîêàçèâà÷à çà êîõåðåíòíó ëîãèêó (ArgoCLP),
è ñêóïà XSL àëàòà çà ðàä ñà äîêàçèìà ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè (êîjè ñå êîðèñòå çà
ïðåâî¢å»å äîêàçà ó jåçèêå ðàçëè÷èòèõ èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà êàî
è ó äîêàçå çàïèñàíå íà ïðèðîäíîì jåçèêó êàêî jå îïèñàíî ó ãëàâè 4).
5.1.1 Äîêàçèâà»å jåäíîã òâð¢å»à
Ïðèëèêîì äîêàçèâà»à êîíêðåòíîã òâð¢å»à ñèñòåì íà óëàçó î÷åêójå äàòîòåêó
ó TPTP ôîðìàòó êîjà ñå ñàñòîjè îä ñâèõ àêñèîìà è òåîðåìà êîjå ïðèïàäàjó
òåîðèjè ó îêâèðó êîjå ñå äîêàçójå òâð¢å»å è êîjå ñå êîðèñòå ó äîêàçó òîã òâð¢å»à
(äîáèjåíå, íà ïðèìåð, èç ìàòåìàòè÷êå ê»èãå êîjà ñå ôîðìàëèçójå) . Ñêóï
ïðåìèñà êîjè ñå êîðèñòè ìîæå ÷èíèòè öåëîêóïàí ñêóï ñâèõ àêñèîìà è òåîðåìà
êîjå ïðåòõîäå òâð¢å»ó êîjå ñå äîêàçójå (ó îêâèðó èçâîðà êîjè ñå ôîðìàëèçójå),
èëè ñå ìîæå ñàñòîjàòè îä íåêîã ìà»åã ñêóïà ðåëåâàíòíèõ ôîðìóëà, àêñèîìà,
òåîðåìà èëè ëåìà, êîjå ñå ìîãó êîðèñòèòè ó äîêàçó òâð¢å»à (àêî jå òàêàâ
ñêóï ïîçíàò êîðèñíèêó). 1 Ñâå àêñèîìå, òåîðåìå è òâð¢å»å êîjå ñå äîêàçójå
ìîðàjó ïðåòõîäíî áèòè çàïèñàíå ó êîõåðåíòíîj ôîðìè. Íàêîí òîãà ñå èçâðøàâàjó
íàðåäíè êîðàöè:
1. Äàòîòåêà êðåèðàíà çà êîíêðåòíî òâð¢å»å ñå ïðâî ïðîñëå¢ójå
ðåçîëóöèjñêèì äîêàçèâà÷èìà.
2. Ðåçîëóöèjñêè äîêàçèâà÷è ïîêóøàâàjó äà äîêàæó òâð¢å»å íà îñíîâó ñêóïà
àêñèîìà, äåôèíèöèjà è òåîðåìà, êîjå ñó çàäàòå óëàçíîì äàòîòåêîì, çàäàòèõ
ó îðèãèíàëíîì è îáðíóòîì ðåäîñëåäó (èç ðàçëîãà øòî ðåäîñëåä ïðåìèñà
ìîæå èìàòè óòèöàj íà ïðîöåñ äîêàçèâà»à ñàìîã äîêàçèâà÷à).
Ó ñëó÷àjó äà jåäàí èëè âèøå ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à äîêàæå òâð¢å»å,
áèðà ñå íàjìà»è ñêóï àêñèîìà/òåîðåìà êîðèø£åíèõ ó äîêàçó (êîjè jå
ãåíåðèñàí îä ñòðàíå ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à) è êîðèñòè ñå çà ïîíîâíî
1Îâàj äåî ñå ðàíèjå íàëàçèî ó ïîãëàâ§ó 5.1.2.
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äîêàçèâà»å òâð¢å»à íà èñòè íà÷èí. Îâàj ïðîöåñ ñå íàñòàâ§à äîê ñêóï
àêñèîìà/òåîðåìà íå îñòàíå íåïðîìå»åí èçìå¢ó äâå óçàñòîïíå èòåðàöèjå.
3. Ó ñëó÷àjó êàäà áàð jåäàí îä ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà äîêàæå
òâð¢å»å, äîáèjåí (ìèíèìàëíè) ñêóï ðåëåâàíòíèõ àêñèîìà/òåîðåìà ñå
ïðîñëå¢ójå äîêàçèâà÷ó ArgoCLP è, ó ñëó÷àjó äà îí óñïå äà äîêàæå
òâð¢å»å, äîêàçè ñå ãåíåðèøó ó XML ôîðìàòó.
4. XML äàòîòåêà êîjà ñàäðæè òðàã äîêàçà ñå, íàêîí òîãà, êîðèø£å»åì XSL
àëàòà ìîæå ïðåâåñòè èç XML ôîðìàòà ó äîêàçå çàïèñàíå íà jåçèöèìà
èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à Isabelle è Coq, êàî è ó äîêàçå çàïèñàíå íà
ïðèðîäíîì jåçèêó (åíãëåñêîì è ñðïñêîì).
Ó ïîñëåä»åì êîðàêó ïðîöåñà äîêàçèâà»à, ñêóï XSL àëàòà ñå êîðèñòè çà
ãåíåðèñà»å ìàøèíñêè ÷èò§èâèõ äîêàçà è äîêàçà çàïèñàíèõ íà ïðèðîäíîì
jåçèêó. Ìàøèíñêè ÷èò§èâè äîêàçè áè ñå ïîòåíöèjàëíî ìîãëè êîíñòðóèñàòè è
íà îñíîâó òðàãà äîêàçà ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à [10], àëè òî íèjå òðèâèjàëàí
çàäàòàê. Ñà äðóãå ñòðàíå êîðèø£å»åì äîêàçèâà÷à ArgoCLP, ó òðå£åì êîðàêó,
íåìàìî ãàðàíöèjó äà £å ñâàêî òâð¢å»å áèòè óñïåøíî äîêàçàíî, ÷àê è êàäà ìó
ñå ïðîñëåäè ñêóï ñâèõ àêñèîìà è òåîðåìà êîjè jå óñïåøíî êîðèø£åí îä ñòðàíå
ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à.
5.1.2 Äîêàçèâà»å âèøå òâð¢å»à òåîðèjå
Ïîñòóïàê äîêàçèâà»à ñêóïà òâð¢å»à íåêå ê»èãå ïîäðàçóìåâà êàî ïðâè
êîðàê, çàïèñèâà»å ñâèõ àêñèîìà, äåôèíèöèjà è òåîðåìà òå ê»èãå, ó îêâèðó
jåäíå äàòîòåêå (çàïèñàíå ó TPTP ôîðìàòó è ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè). Ðåäîñëåä
ñâèõ ôîðìóëà ó òîj äàòîòåöè îäãîâàðà ïðîöåñó äîêàçèâà»à ó îêâèðó ê»èãå,
îäíîñíî ïîäðàçóìåâà ñå äà ñå ôîðìóëå êîjå ñå êîðèñòå ó äîêàçó êîíêðåòíîã
òâð¢å»à íàëàçå ïðå »åãà ñàìîã. Ó jåäíîì ïðîëàçó êðîç òó äàòîòåêó, çà ñâàêî
òâð¢å»å êîjå ñå äîêàçójå êðåèðà ñå ïîñåáíà TPTP äàòîòåêà êîjà ñå ñàñòîjè îä
ñâèõ ôîðìóëà êîjå ïðåòõîäå òâð¢å»ó ó òîj äàòîòåöè, çàjåäíî ñà òâð¢å»åì êîjå ñå
äîêàçójå. Òâð¢å»å, êîìå îäãîâàðà òàêî ôîðìèðàíà äàòîòåêà, ñå äîêàçójå íà íà-
÷èí îïèñàí ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó. Àðõèòåêòóðà îïèñàíîã ñèñòåìà jå ïðèêàçàíà
íà ñëèöè 5.1. Äà áè ñèñòåì ðàçëèêîâàî àêñèîìå è äåôèíèöèjå îä òåîðåìà êîjå
ñå äîêàçójó, èìåíà ñâèõ àêñèîìà è äåôèíèöèjà ïî÷è»ó ñà "ax ", äîê èìåíà ñâèõ
òåîðåìà ïî÷è»ó ñà "th ".
Ó ñëó÷àjó äà ñèñòåì äîêàæå òåêó£å òâð¢å»å, XML äàòîòåêà êîjà ñàäðæè òðàã
äîêàçà ñå ìîæå èñêîðèñòèòè êàî äåî âå£åã äîêóìåíòà êîjè £å ñàäðæàòè äîêàçå
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ñâèõ òåîðåìà çàäàòå ê»èãå êàî øòî jå îïèñàíî ó ïîãëàâ§ó 4.3. Íà òàj íà÷èí îâàj
ñèñòåì îìîãó£àâà ãåíåðèñà»å jåäíîã äîêóìåíòà êîjè îïèñójå öåëîêóïíó ê»èãó
ñà àóòîìàòñêè ãåíåðèñàíèì äîêàçèìà.
Ñëèêà 5.1: Àðõèòåêòóðà ñèñòåìà
5.2 Ñèñòåì çà ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà
Èç ïåðñïåêòèâå äîêàçèâà»à òåîðåìà óç ïîìî£ ðà÷óíàðà äîêàçè íàâåäåíè
ó ìàòåìàòè÷êèì ó¶áåíèöèìà íàj÷åø£å ñå ñìàòðàjó ñàìî ñêèöîì äîêàçà, èìàjó
jàêî ïóíî èçîñòàâ§åíèõ êîðàêà è íå ìîãó ñå jåäíîñòàâíî âåðèôèêîâàòè óç ïîìî£
ðà÷óíàðà. Ñ äðóãå ñòðàíå, ñòóäåíòè è ó÷åíèöè ñðåä»èõ øêîëà òå äîêàçå áåç ïðî-
áëåìà ìîãó äà ðàçóìåjó. ×è»åíèöà äà ñó òè äîêàçè ïðåæèâåëè íåêîëèêî ñòîòèíà
ãîäèíà ó ìàòåìàòè÷êèì ó¶áåíèöèìà ãîâîðè î òîìå äà ñó òè äîêàçè ½äîâî§íî
ïðåöèçíè çà ó÷åíèêå è äà ñó óïîòðåá§èâè ó ñâàêîäíåâíîj ìàòåìàòè÷êîj ïðàêñè.
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Îñèì òîãà, äîäàâà»å äåòà§à (êîjå ôîðìàëíî äîêàçèâà»å òåîðåìà çàõòåâà) áè
ó÷èíèëî òå äîêàçå îïøèðíèjèì, òåæèì çà ïðà£å»å, è óìà»èëî áè ìîãó£íîñò
ó÷åíèêà äà àêòèâíî ïðàòå è ñëóøàjó ïðåäàâà»à.
Ñóøòèíñêè, ôîðìàëíî äîêàçèâà»å òåîðåìà è äîêàçèâà»å òåîðåìà ó
îáðàçîâà»ó èìàjó ðàçëè÷èòå öè§åâå. Îä ôîðìàëíèõ äîêàçà ñå î÷åêójå
ìàêñèìàëíà ïðåöèçíîñò è íåñóì»èâà èñïðàâíîñò äîêàçà, äîê ñå îä äîêàçà ó
îáðàçîâà»ó î÷åêójå äà äàjó îájàø»å»å çàøòî îäðå¢åíî òâð¢å»å âàæè. Ó îâîì
ïîãëàâ§ó £å áèòè ïðåäñòàâ§åí ïðèñòóï êîjè ñïàjà òå äâå îáëàñòè è îìîãó£àâà
àóòîìàòñêó ïðîâåðó èñïðàâíîñòè íåôîðìàëíîã äîêàçà òåîðåìå èç ó¶áåíèêà, áåç
ìóêîòðïíîã çàäàòêà çàïèñèâà»à òîã äîêàçà ó îêâèðó ïðîãðàìà çà èíòåðàêòèâíî
äîêàçèâà»å òåîðåìà. Ïðèñòóï £å áèòè èìïëåìåíòèðàí ó îêâèðó ñèñòåìà çà ïðî-
âåðàâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà òåîðåìà  ArgoGeoChecker. Êàî ðåçóëòàò ïðè-
ìåíå îâîã ñèñòåìà êîðèñíèê £å äîáèòè àóòîìàòñêè ãåíåðèñàí äîêóìåíò êîjè jå
ôîðìàëíî ïðîâåðèâ îä ñòðàíå èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà.
Îïèñ ñèñòåìà Ïðèëèêîì äîêàçèâà»à òåîðåìå ó÷åíèê ðàçìàòðà òâð¢å»å
òåîðåìå è àêñèîìå êîjå èìà íà ðàñïîëàãà»ó, çàïèñójå ïðåìèñå òåîðåìå è
ïîìî£íà òâð¢å»à êîjà jàñíî èëóñòðójó ðåäîñëåä èçâî¢å»à ó òîêó äîêàçà. Òàêî
ôîðìèðàí ñêóï ëîãè÷êèõ ôîðìóëà çâà£åìî íåôîðìàëíè äîêàç òåîðåìå. Ó
íåêèì ñëó÷àjåâèìà ìîæå ñå äåñèòè äà êîðèñíèê íåìà äîêàç òåîðåìå, àêî jå
ó ïèòà»ó jåäíîñòàâíà òåîðåìà èëè òåîðåìà êîjó êîðèñíèê íå óìå äà äîêàæå.
Òàäà ñå íåôîðìàëíè äîêàç òåîðåìå ñàñòîjè ñàìî îä äâå ôîðìóëå îä êîjèõ
jå ïðâà ïðåìèñà òåîðåìå, à äðóãà çàê§ó÷àê òåîðåìå. Ëîãè÷êå ôîðìóëå êîjå
ïðèïàäàjó íåôîðìàëíîì äîêàçó òåîðåìå çâà£åìî êîðàöè äîêàçà. Ñèñòåì
ArgoGeoChecker £å áèòè êîðèø£åí çà ïðîâåðó íåôîðìàëíîã äîêàçà òåîðåìå àêî
jå îí ðàñïîëîæèâ, àêî ïîñòîjè äîêàç òåîðåìå èëè ìàêàð óïóòñòâî çà äîêàçèâà»å.
Ó ñëó÷àjó äà äîêàç íèjå ðàñïîëîæèâ, ñèñòåì £å áèòè êîðèø£åí çà ïðîíàëàæå»å
äîêàçà òåîðåìå.
Ñèíòàêñà íåôîðìàëíîã äîêàçà Ñèíòàêñà íåôîðìàëíîã äîêàçà jå
èíñïèðèñàíà TPTP ôîðìàòîì äîêàçà è êîõåðåíòíîì ëîãèêîì. Àêî ñå êîðàê
äîêàçà îäíîñè íà ïðåìèñå òåîðåìå, îí £å áèòè çàïèñàí ñà óíèâåðçàëíèì
êâàíòèôèêàòîðîì. Àêî ñå êîðàêîì äîêàçà óâîäå íîâè îájåêòè, îí £å
áèòè çàïèñàí ñà åãçèñòåíöèjàëíèì êâàíòèôèêàòîðîì. À àêî ñå êîðàêîì
äîêàçà èçâîäè íåêî ñâîjñòâî ðàíèjå óâåäåíèõ îájåêàòà, òàj êîðàê íå£å áèòè
êâàíòèôèêîâàí. Ôîðìóëå ñó çàïèñàíå èçìå¢ó îáè÷íèõ çàãðàäà ( è ) (áåç îáçèðà
äà ëè ñó êâàíòèôèêîâàíå èëè íå). Êàî øòî jå îájàø»åíî ó ïîãëàâ§ó 2.4.1
, óìåñòî äà ñå êîðèñòå òèïîâè, óâîäå ñå äîäàòíè ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè êàî
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øòî ñó point, line è plane çà çàïèñ è äåôèíèñà»å òèïîâà òèõ ïðîìåí§èâèõ.
Ñâå ïðîìåí§èâå è ñâåäîöè ñå çàïèñójó âåëèêèì ñëîâèìà. Íåêè îä ïðèìåðà
äîçâî§åíèõ êîðàêà è »èõîâ çàïèñ ó îêâèðó ñèñòåìà ArgoGeoChecker ñå íàëàçå
ó òàáåëè 5.1.
Òàáåëà 5.1: Ïðèìåðè äîçâî§åíèõ êîðàêà íåôîðìàëíîã äîêàçà.
Òà÷êà A íå ïðèïàäà ïðàâîj P . ![P,A]:(line(P) & point(A) & ninc_po_l(A,P))
Òà÷êå A, B, C ñó íåêîëèíåàðíå. (ncol(A,B,C))
Ïîñòîjè ðàâàí R êîjà ñàäðæè ?[R]:(plane(R) & inc_po_pl(A,R) & inc_l_pl(P,R))
òà÷êó A è ïðàâó P .
Àðõèòåêòóðà ñèñòåìà ArgoGeoChecker Ïðèëèêîì ïðîâåðå íåôîðìàëíîã
äîêàçà òåîðåìå, ñèñòåì ArgoGeoChecker ïðîâåðàâà ñâàêè êîðàê äîêàçà êàî
çàñåáíî òâð¢å»å, îäíîñíî äà ëè ñå ìîæå èçâåñòè èç ïðåòõîäíèõ êîðàêà è ñêóïà
àêñèîìà êîjå jå êîðèñíèê íàâåî ïðèëèêîì ïîêðåòà»à ïðîãðàìà. Ñêóï äåôèíè-
öèjà è àêñèîìà êîjå ñå êîðèñòå ñå çàäàjå êðîç çàñåáíå äàòîòåêå. Çà ñâàêè êîðàê
ñåì ïðâîã (ïðâè êîðàê äîêàçà ñó óâåê ïðåìèñå òåîðåìå è îíå ñå íå äîêàçójó) àó-
òîìàòñêè ñå êðåèðàjó ïîìî£íå ëåìå ó ÷èjåì çàê§ó÷êó ñå íàëàçè òåêó£è êîðàê à
ïðåìèñà jå êîíjóíêöèjà ñâèõ äî òàäà èçâåäåíèõ êîðàêà. Íàêîí òîãà ñå êðåèðàjó
ïîìî£íå äàòîòåêå (ó TPTP ôîðìàòó) êîjå ñàäðæå ñêóï äåôèíèöèjà è àêñèîìà
(êîjå ñå êîðèñòå ó äîêàçó òåîðåìå ÷èjè ñå äîêàç ïðîâåðàâà) è ëåìó êîjà ñå
äîêàçójå. Ïîìî£íå ëåìå ñå äîêàçójó íà íà÷èí îïèñàí ó ïîãëàâ§ó 5.1.2. Íà êðàjó
ïðîöåñà äîêàçèâà»à, ôîðìàëíè äîêàçè ïîìî£íèõ ëåìà áè£å îájåäè»åíè ó jåäàí
äîêóìåíò êîjè £å ïðåäñòàâ§àòè ôîðìàëíè àðãóìåíò èñïðàâíîñòè äîêàçà. Òàj
äîêóìåíò ìîæå áèòè çàïèñàí ó jåçèöèìà ïðîãðàìà çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å
(Isabelle è Coq) è íà ïðèðîäíîì jåçèêó (ñðïñêîì è åíãëåñêîì). Àðõèòåêòóðà
ñèñòåìà jå ïðèêàçàíà íà ñëèöè 5.2.
Ìîæå ñå äåñèòè äà, ó îêâèðó çàäàòîã âðåìåíñêîã îãðàíè÷å»à, ñèñòåì íèjå ó
ñòà»ó äà äîêàæå íåêó îä ïîìî£íèõ ëåìà. Ó òîì ñëó÷àjó ôîðìàëíè àðãóìåíò
èñïðàâíîñòè äîêàçà £å îïåò áèòè ãåíåðèñàí àëè £å íåäîñòàjàòè äîêàçè òèõ
ëåìà. Êîðèñíèê òàäà ìîæå äîïóíèòè äîêóìåíò êîjè jå ñèñòåì ãåíåðèñàî èëè
ôîðìóëèñàòè íîâ äîêàç òåîðåìå, äàòè äåòà§íèjó ñêèöó äîêàçà è ïîêóøàòè
äîêàçèâà»å ïîíîâî.
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Ñëèêà 5.2: Àðõèòåêòóðà ñèñòåìà ArgoGeoChecker
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Ñèñòåì çà äîêàçèâà»å ïîjåäèíà÷íèõ òâð¢å»à îïèñàí ó îâîj ãëàâè áëèçàê jå
àëàòó Sledgehammer, êîjè jå èìïëåìåíòèðàí ó îêâèðó èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à
òåîðåìà Isabelle [12, 11]. Àëàò Sledgehammer äîíåî jå íîâå ìîãó£íîñòè è íîâå
íèâîå àóòîìàòèçàöèjå ó èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å òåîðåìà. Ó îêâèðó òîã àëàòà
íå ãåíåðèøó ñå ÷èò§èâè äîêàçè, âå£ ñëóæè êàî ïîìî£íè àëàò êîjè ñóãåðèøå
êîðèñíèêó êîjè ñêóï àêñèîìà è òåîðåìà ìîæå áèòè êîðèø£åí ó äîêàçó. Îñèì
òîãà, Sledgehammer ñå ìîæå êîðèñòèòè è çà êîìïëåòèðà»å äîêàçà êîðèñòå£è
äîêàç ïîáèjà»åì äîáèjåí îä ñòðàíå ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à [10].
Çà ðàçëèêó îä Sledgehammer àëàòà êîjè jå ïîäðæàí ñàìî ó èíòåðàêòèâíîì
äîêàçèâà÷ó òåîðåìà Isabelle, ñèñòåì îïèñàí ó îâîj òåçè ñå ìîæå êîðèñòèòè çà
ãåíåðèñà»å äîêàçà ó jåçèöèìà ðàçëè÷èòèõ èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà,
êàî è çà ãåíåðèñà»å äîêàçà ó ÷èò§èâîì îáëèêó çàïèñàíèì íà ðàçëè÷èòèì
ïðèðîäíèì jåçèöèìà.
Äðóãè ïðèñòóï ñëè÷àí ñèñòåìó îïèñàíîì ó îâîj ãëàâè jå ïðèñòóï êîjè jå
íàïðàâèî Öåçàð Êàëèçèê (Cezary Kaliszyk) è Jîçåô Óðáàí (Josef Urban) [49].
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Îíè ñó èñòðàæèâàëè êîëèêî òåîðåìà àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷è òåîðåìà (çà ëîãèêó
ïðâîã ðåäà, çà ëîãèêó âèøåã ðåäà è çà SMT ïðîáëåìå) ìîãó äîêàçàòè (ó
ñàðàä»è ñà äîêàçèâà÷åì òåîðåìà HOL Light) îä 14185 òåîðåìà êîjå ñó äåî Fly-
speck ïðîjåêòà [42]. Êîðèñòèëè ñó íåêîëèêî àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà
ñà àêöåíòîì íà äîêàçèâà÷èìà Vampire, E è Z3. Ó îðèãèíàëíîì ïðèñòóïó,
çàâèñíîñòè óî÷åíå ó îêâèðó ïîñòîjå£å ôîðìàëèçàöèjå (ñïèñêîâè òåîðåìà è ëåìà
êîjå ñó êîðèø£åíå ó ïîñòîjå£èì ôîðìàëíèì äîêàçèìà) ñó êîðèø£åíå è àó-
òîìàòñêèì äîêàçèâà÷èìà òåîðåìà ñó ïðîñëå¢åíè ñàìî ñêóïîâè ðåëåâàíòíèõ
òåîðåìà/ëåìà. Óñïåøíîñò îâîã ïðèñòóïà jå 43.2% (ñà âðåìåíñêèì îãðàíè÷å»åì
îä 900 ñåêóíäè) è ïðåäñòàâ§à ãîð»ó ãðàíèöó çà ïîòïóíî àóòîìàòñêè ïðèñòóï.
Ó äðóãîì ïðèñòóïó, ñâå òåîðåìå êîjå ïðåòõîäå òåêó£åì òâð¢å»ó (ïîñìàòðàíî
õðîíîëîøêè) ñå ðàçìàòðàjó, è íà îñíîâó ñêóïà ñïåöèjàëíèõ õåóðèñòèêà (êîjå
ñå êîðèñòå çà îäàáèð ïðåìèñà) áèðàjó ñå ñàìî íåêå îä »èõ è ïðîñëå¢ójó àó-
òîìàòñêèì äîêàçèâà÷èìà òåîðåìà. Óñïåøíîñò îâîã ïðèñòóïà jå 39.5% Îñèì
òîãà, Êàëèçèê è Óðáàí ñó ðàäèëè è íà íåôîðìàëíèì ÷èò§èâèì äîêàçèìà [89]
è »èõîâîj âåçè ñà ôîðìàëíèì äîêàçèìà. Ðàäèëè ñó íà äîêàçèìà äîáèjåíèì
ó îêâèðó Flyspeck ïðîjåêòà. Ó îêâèðó îâîã ïðèñòóïà íàïðàâ§åí jå è àëàò çà
âèçóàëèçàöèjó êîðàêà äîêàçà.
Íîâè àêñèîìàòñêè ñèñòåì E, îïèñàí ó ïîãëàâ§ó 2.1, íàìå»åí jå äîêàçèâà»ó
ïîñòóëàòà Åóêëèäîâèõ Åëåìåíàòà [3]. Îñíîâíà èäåjà êîjà ñòîjè èçà îâîã ñè-
ñòåìà jå àóòîìàòñêî ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà íàëèê äîêàçèìà èç
Åëåìåíàòà. Áåí¶àìèí Íîðòðîï (Benjamin Northrop) [69] jå èìïëåìåíòèðàî
èçâî¢å»à îïèñàíà òèì ñèñòåìîì2 è êðåèðàî ïðîãðàì E-proof-checker3. Ñêóï
àêñèîìà ñèñòåìà Å jå ïîäå§åí íà ïðàâèëà çà êîíñòðóèñà»å (construction rules)
è ïðàâèëà èçâî¢å»à (inference rules). Êîðèñíèê íà óëàçó çàäàjå îájåêòå êîjè
ñå êîðèñòå ó äîêàçó êîðèñòå£è ïðàâèëà çà êîíñòðóèñà»å îájåêàòà. Îájåêòè ñå
çàäàjó íàâî¢å»åì »èõîâèõ ñâîjñòàâà (òà÷êà ïðèïàäà ïðàâîj, òà÷êà jå ïðåñå÷íà
òà÷êà äâåjó ïðàâèõ, èòä.). Íàêîí òîãà, ïðèìå»ójó£è ïðàâèëà èçâî¢å»à, àó-
òîìàòñêè äîêàçèâà÷ ïîêóøàâà äà äîêàæå êîíà÷íî ñâîjñòâî (îïèñàíî òâð¢å»åì
òåîðåìå) íàä äî òàäà êðåèðàíèì îájåêòèìà. Çà ðàçëèêó îä ñèñòåìà îïèñàíîã ó
îâîì ðàäó, E-proof-checker íåìà ìîãó£íîñò ðàäà ñà äðóãèì òåîðèjàìà. Êðåèðàí
jå èñê§ó÷èâî çà ðàä ñà Àâèãàäîâèì àêñèîìàòñêèì ñèñòåìîì, ïîäðæàâà ñàìî
jåäíó òåîðèjó è èìà ôèêñèðàí ñêóï àêñèîìà. Ãåíåðèñà»å ôîðìàëíèõ äîêàçà
íèjå ïîäðæàíî. Êîëèêî jå ïîçíàòî àóòîðó, îâî jå jåäèíè ñèñòåì (ïîðåä ñèñòåìà
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5.4 Framework for Formalization of Geometry -
Summary
In this chapter, the framework for the formalization of mathematical knowledge
is presented. The framework can produce machine veriable proofs (for dierent
proof assistants) but also human-readable (nearly textbook-like) proofs (for dierent
languages). It is developed within coherent logic, i.e. all denitions, axioms and
conjectures must be expressed in coherent logic.
The framework combines the power and features of several dierent tools: reso-
lution theorem provers (Vampire, E, and Spass), an automated theorem prover for
coherent logic (ArgoCLP), and a set of XSL tools for translation of proofs within co-
herent logic. The base of the framework can be used for proving individual theorems,
and can be used within a larger system for proving the whole theory, or for auto-
mated verication of informal proofs (while completing a mathematical textbook in
LATEX form with automatically generated proofs lled-in)
While proving a specic conjecture, framework goes through the following stages:
1. TPTP le consisting of axioms and theorems used in a proof for the conjecture
is passed to resolution based theorem provers.
2. Resolution theorem provers try to prove conjecture with normal and reversed
set of formulas. While proving a conjecture, resolution provers are also used
to minimize set of formulas used in the proof.
3. If at least one of the resolution provers proves the conjecture, the coherent logic
prover is invoked with a (minimal) set of formulas used in the proof found by
resolution provers. The coherent logic prover exports a proof trace written in
XML form.
4. XML proof representation is translated, using a set of XSL tools, into formal
proofs written in language of interactive theorem provers Isabelle and Coq,
and into natural language proofs (written in English and Serbian).
Instead of using resolution provers for reduction of set of formulas, the input
premises for the coherent logic prover can be some smaller set or relevant formulae
gathered from the textbook or some previous formalization.
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While proving a whole theory, all axioms, denitions and conjectures must be
given in order that follows the proving process, i.e. all formulas that are used in a
proof of a conjecture are located before that conjecture. Conjectures within a theory
are proved one by one. TPTP le is created for each conjecture with all formulas
that precede the conjecture and is proven as an individual conjecture.
Modication of a system can be used for automated verication of informal
proofs. The programs used for computer assisted theorem proving are steadily im-
proving, gaining in exibility and capability to tackle an ever-increasing set of more
complex theorems. Theirs development has been guided by the notion of user-
friendly interfaces and ease of use, but they still have not gained much popularity in
a broad population which includes high school and university students. The system
ArgoGeoChecker, presented in this thesis, aims to bridge this gap as it is speci-
cally tailored for this audience. The systems is designed for verication of informal
proofs found in mathematical geometry textbooks. Presented with a proof from a
textbook, student can extract important steps and formulas used in the proof, write
them in a specic format and give them to the system ArgoGeoChecker. The sys-
tem will individually verify each step, generate formal and readable proof for each of
them, and combine them all into one formal document that can serve as an formal
justication for the given informal proof.
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6
Ïðèìåíå ñèñòåìà çà àóòîìàòñêó è
èíòåðàêòèâíó ôîðìàëèçàöèjó
ãåîìåòðèjå
Ñèñòåì îïèñàí ó ïðåòõîäíîj ãëàâè ñå ìîæå ïðèìåíèòè íà áèëî êîjó òåî-
ðèjó çàïèñàíó ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè. Ó îâîj ãëàâè áè£å èëóñòðîâàíà ïðèìåíà
òîã ñèñòåìà íà òðè àêñèîìàòñêà ñèñòåìà åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå: Õèëáåðòîâ
àêñèîìàòñêè ñèñòåì, àêñèîìàòñêè ñèñòåì Òàðñêîã è Àâèãàäîâ àêñèîìàòñêè
ñèñòåì. Ïðèëèêîì ðàäà ñà àêñèîìàòñêèì ñèñòåìîì Òàðñêîã áè£å êîðèø£åí
ñèñòåì çà äîêàçèâà»å öåëå òåîðèjå, äîê £å çà àêñèîìàòñêå ñèñòåìå Õèëáåðòà è
Àâèãàäà áè£å êîðèø£åí ñèñòåì çà ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà.
6.1 Ãåîìåòðèjà Òàðñêîã
Ãëàâíè äîïðèíîñ îâå òåçå jå àóòîìàòñêà ôîðìàëèçàöèjà jåäíå îä
íàjçíà÷àjíèjèõ ìàòåìàòè÷êèõ ê»èãà XX âåêà  ïðâîã äåëà ê»èãå î çàñíèâà»ó
ãåîìåòðèjå: Metamathematische Methoden in der Geometrie, ÷èjè ñó àóòîðè
Âîëôðàì Øâàáõîjçåð, Âàíäà Øìèëåâ è Àëôðåä Òàðñêè [79]. Ó îñòàòêó îâå
òåçå îâó ê»èãó £åìî çâàòè ê»èãà Òàðñêîã. Ê»èãà jå íàñòàëà êàî ðåçóëòàò íèçà
àêñèîìàòèçàöèjà Òàðñêîã è ïðèêàçójå àêñèîìàòñêè ñèñòåì, êàî è ïðîöåäóðó
îäëó÷èâà»à çà òó òåîðèjó [91]. Ïðâè äåî ê»èãå jå íàñòàî íà îñíîâó áåëåøêè
ñà ïðåäàâà»à Âàíäå Øìèëåâ (êàêî jå ïðèìåòèî Áèñîí [5]). Ó »îj ñå íàëàçå
è ðåçóëòàòè îájåäè»åíè ó äîêòîðàòó Õàðàãóðè Íàðàjàíà Ãóïòå (Haragauri
Narayan Gupta) [41]. Òåîðèjà êîjà jå ïðèêàçàíà ó îâîj ê»èçè îïèñàíà jå ó
ïîjìîâèìà ëîãèêå ïðâîã ðåäà, êîðèñòè ñàìî jåäàí ïðèìèòèâàí îájåêàò  òà÷êó,
èìà äâà ïðèìèòèâíà ïðåäèêàòà è ñàìî jåäàíàåñò àêñèîìà. Ó îâîì ïîãëàâ§ó áè£å
6.1 Ãåîìåòðèjà Òàðñêîã
ïðèêàçàíî àóòîìàòñêî ãåíåðèñà»å äîêàçà òåîðåìà ê»èãå Òàðñêîã êîðèñòå£è
ñèñòåì îïèñàí ó îâîj òåçè.
Ðàçëîçè çáîã êîjèõ jå áàø îâà ê»èãà èçàáðàíà çà àóòîìàòñêó ôîðìàëèçàöèjó
ñó:
• Îâà ê»èãà jå jåäíà îä íàjçíà÷àjíèjèõ ìàòåìàòè÷êèõ ê»èãà äâàäåñåòîã
âåêà.
• Ñâå òåîðåìå èç ê»èãå ñó äîêàçèâå ñàìî íà îñíîâó ñêóïà ïî÷åòíèõ àêñèîìà
(òàêî äà jå äîâî§íî ðàçìàòðàòè ñàìî òâð¢å»à êîjà ñå íàëàçå ó òîj ê»èçè).
• Àêñèîìå êîjå ñå íàâîäå ó ê»èçè ñó jåäíîñòàâíå è èçðàæåíå íàä
ïðèìèòèâíèì ïðåäèêàòèìà.
• Äîêàçè ïðèêàçàíè ó ê»èçè ñó âåîìà jàñíè è ïðåöèçíè.
• Òåîðèjà êîjà jå îïèñàíà ó ê»èçè ïðèïàäà ëîãèöè ïðâîã ðåäà.
• Ñâå ôîðìóëå êîjå ñå íàëàçå ó ê»èçè ñå ìîãó èçðàçèòè ó îêâèðó
êîõåðåíòíå ëîãèêå (áèëî äèðåêòíî èëè êîðèø£å»åì òðèâèjàëíèõ òðàíñ-
ôîðìàöèjà) [92].
• Ñêóï òåîðåìà êîjè ñå íàëàçè ó ê»èçè jå äîáðî çàîêðóæåí ñêóï òåîðåìà,
ïî÷åâøè îä âåîìà ëàêèõ äî âåîìà òåøêèõ òåîðåìà, ÷èìå ñå äîáèjà
íåòðèâèjàëàí ñêóï âåîìà áèòíèõ ìàòåìàòè÷êèõ òåîðåìà.
• Äîêàçè òåîðåìà îâå ê»èãå óç ïîìî£ ðà÷óíàðà âå£ ïîñòîjå. Êàêî ïðèìåíîì
àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à òåîðåìà [74, 5, 6], òàêî è ïðèìåíîì èíòåðàêòèâíîã
äîêàçèâà»à òåîðåìà [67, 18]. Ïîñòîjå£è äîêàçè ìîãó áèòè êîðèø£åíè
çà ïîðå¢å»å ñà íàøèì ñèñòåìîì, àëè ìîãó áèòè êîðèø£åíè è ó öè§ó
óñìåðàâà»à ïðîñòîðà ïðåòðàãå ó îêâèðó ñèñòåìà îïèñàíîã ó îâîj òåçè.
Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè ïðåäñòàâ§åíà ïðèìåíà ñèñòåìà îïèñàíîã ó ãëàâè
5.1 íà ïðâè äåî ê»èãå Òàðñêîã (äðóãè äåî ñå áàâè ïèòà»èìà ìåòàìàòåìàòèêå).
Öè§ ïðèìåíå òîã ñèñòåìà jåñòå àóòîìàòñêî ãåíåðèñà»å ÷èò§èâèõ è ìàøèíñêè
ïðîâåðèâèõ äîêàçà òåîðåìà èç ê»èãå Òàðñêîã. Ñèñòåì ójåäíî ãåíåðèøå è
äèãèòàëíó âåðçèjó ê»èãå Òàðñêîã, ñà ñâèì àêñèîìàìà, äåôèíèöèjàìà, òåîðåìàìà
è ãåíåðèñàíèì äîêàçèìà íà ïðèðîäíîì jåçèêó. Ðàçìàòðà£åìî, ñëè÷íî êàî ó
èíèöèjàëíîj Coq ôîðìàëèçàöèjè [18], ñàìî òåîðåìå êîjå ñå jàâ§àjó ó ïðâèõ 12
ïîãëàâ§à ê»èãå Òàðñêîã êîjå ïðèïàäàjó ãåîìåòðèjè ðàâíè. Ó òèì ïîãëàâ§èìà,




Èçâðøåíî jå íåêîëèêî åêñïåðèìåíàòà. Ó ïðâîì åêñïåðèìåíòó êîðèø£åíå
ñó ñàìî òåîðåìå èç ê»èãå, ó äðóãîì åêñïåðèìåíòó êîðèø£åíå ñó äîäàòíå ëåìå
èç ïîñòîjå£å Coq ôîðìàëèçàöèjå ê»èãå Òàðñêîã [67], à ó òðå£åì åêñïåðèìåíòó
êîðèø£åíå ñó ëèñòå çàâèñíîñòè èçìå¢ó òåîðåìà äîáèjåíå íà îñíîâó äîêàçà
ïðèêàçàíèõ ó ïîñòîjå£îj Coq ôîðìàëèçàöèjè. Ðåçóëòàòè ïîêàçójó äà ñå 37%
òåîðåìà ê»èãå ìîæå àóòîìàòñêè äîêàçàòè áåç èêàêâîã íàâî¢å»à (êàäà ñå êàî
ïðåìèñå òâð¢å»à êîðèñòå ñâå ïðåòõîäíå àêñèîìå è òåîðåìå èç ê»èãå). Ó
ñëó÷àjó êîðèø£å»à äîäàòíèõ ëåìà ïðîöåíàò äîêàçàíèõ ëåìà ðàñòå íà 42%.
Îâè ðåçóëòàòè ñóãåðèøó äà ñå îïèñàíè ñèñòåì è ñëè÷íè íà÷èíè àóòîìàòñêîã
äîêàçèâà»à òåîðåìà ìîãó óñïåøíî êîðèñòèòè êàî ïîìî£ ìàòåìàòè÷àðèìà
ïðèëèêîì ðàçâèjà»à ôîðìàëèçîâàíîã ìàòåìàòè÷êîã çíà»à.
6.1.1 Àêñèîìàòñêè ñèñòåì
Àêñèîìå Òàðñêîã ñó èçðàæåíå ó òåðìèíèìà ëîãèêå ïðâîã ðåäà ñà jåäíàêîø£ó,
áåç òèïîâà (jåäèíè ïðèìèòèâíè îájåêòè ñóòà÷êå, è îçíà÷àâàjó ñå ìàëèì ñëîâèìà
ëàòèíèöå), ñà äâà ïðèìèòèâíà ïðåäèêàòñêà ñèìáîëà: D (êîjè îçíà÷àâà ðåëàöèjó
ïîäóäàðíî) è B (êîjè îçíà÷àâà ðåëàöèjó èçìå¢ó). Äà áè ïîâå£àëè ÷èò§èâîñò
äîáèjåíèõ äîêàçà êîðèñòè£åìî ñòàíäàðäíå îçíàêå êîjå ñå êîðèñòå ó ãåîìåòðèjè,
òà÷êå £å áèòè îçíà÷åíå âåëèêèì ñëîâèìà ëàòèíèöå, ñêóïîâè òà÷àêà £å áèòè
îçíà÷åíè âåëèêèì ãð÷êèì ñëîâèìà, è ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè D è B £å áèòè
îçíà÷åíè ñà cong (ó ïðåôèêñíîì îáëèêó) è bet. Îâå îçíàêå £å áèòè êîðèø£åíå
ó îñòàòêó òåêñòà, ÷àê è êàäà ñå öèòèðà îðèãèíàëàí ìàòåðèjàë Òàðñêîã. Òàêî
çàïèñàíå àêñèîìå Òàðñêîã ñó (ïðåòïîñòàâ§à ñå äà ñó ñâå àêñèîìå óíèâåðçàëíî
çàòâîðåíå):
A1 (ñèìåòðèjà): cong(A,B,B,A)
A2 (ïñåóäî-òðàíçèòèâíîñò): cong(A,B, P,Q) ∧ cong(A,B,R, S) ⇒
cong(P,Q,R, S)
A3 (ðåôëåêñèâíîñò ðåëàöèjå cong): cong(A,B,C,C) ⇒ A = B
A4 (êîíñòðóêöèjà): ∃X (bet(Q,A,X) ∧ cong(A,X,B,C))
A5 (ïåò ñåãìåíàòà): A 6= B ∧ bet(A,B,C) ∧ bet(A′, B′, C ′) ∧
cong(A,B,A′, B′) ∧ cong(B,C,B′, C ′) ∧ cong(A,D,A′, D′) ∧
cong(B,D,B′, D′) ⇒ cong(C,D,C ′, D′)




bet(A,P,C) ∧ bet(B,Q,C) ⇒ ∃X (bet(P,X,B) ∧ bet(Q,X,A))
A8 (àêñèîìà ìèíèìàëíå äèìåíçèjå):
∃A ∃B ∃C (¬bet(A,B,C) ∧ ¬bet(B,C,A) ∧ ¬bet(C,A,B))
A9 (àêñèîìà ìàêñèìàëíå äèìåíçèjå):
P 6= Q ∧ cong(A,P,A,Q) ∧ cong(B,P,B,Q) ∧ cong(C,P,C,Q) ⇒
(bet(A,B,C) ∨ bet(B,C,A) ∨ bet(C,A,B))
A10 (Åóêëèäîâà àêñèîìà): bet(A,D, T ) ∧ bet(B,D,C) ∧ A 6= D ⇒
∃X ∃Y (bet(A,B,X) ∧ bet(A,C, Y ) ∧ bet(X,T, Y ))
A11 (íåïðåêèäíîñò): ∀Φ ∀Ψ ∃A ∀X ∀Y ((X ∈ Φ ∧ Y ∈ Ψ⇒ bet(A,X, Y ))
⇒ ∃B ∀X ∀Y (X ∈ Φ ∧ Y ∈ Ψ⇒ bet(X,B, Y ))
Àêñèîìà À8 òâðäè äà ïîñòîjå òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå, øòî çíà÷è äà jå
äèìåíçèjà ïðîñòîðà íàjìà»å 2. Àêñèîìà À9 òâðäè äà, àêî çà òðè òà÷êå âàæè äà
ñó íà èñòèì óäà§åíîñòèìà îä äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå, äà ñó îíäà îíå êîëèíåàðíå.
Îòóäà ñå ìîæå çàê§ó÷èòè äà jå äèìåíçèjà ïðîñòîðà íàjâèøå 2. Îâàêî çàïèñàíà
àêñèîìà jå ó ñòâàðè ñïåöèjàëàí ñëó÷àj àêñèîìå À9 êîjà èìà îïøòèjè îáëèê:
Axiom A9': [ ∧
1≤i<j≤n












⇒ [(bet(A,B,C) ∨ bet(B,C,A) ∨ bet(C,A,B)]
Ïðàêòè÷íîñò ãåîìåòðèjå Òàðñêîã ñå îãëåäà ó òîìå øòî ñå äèìåíçèjà ïðîñòîðà
êîíòðîëèøå óç ïîìî£ ñàìî jåäíîã ïàðàìåòðà (n) êîjè ñå êîðèñòè ñàìî ó îâîj
àêñèîìè. Ó îâîj òåçè £åìî ðàçìàòðàòè ñàìî âðåäíîñò n = 2 (êàêî jå ïðèêàçàíî
àêñèîìîì À9), òj., ðàäè£åìî ñà ãåîìåòðèjîì ðàâíè.
Àêñèîìà À10 jå åêâèâàëåíòíà (ó îäíîñó íà îñòàëå àêñèîìå) Åóêëèäîâîì
ïîñòóëàòó ïàðàëåëíîñòè. Êîðèñòè ñå ó ïîãëàâ§ó 12 è íàðåäíèì ïîãëàâ§èìà
ê»èãå Òàðñêîã.
Àêñèîìà À11 (àêñèîìà íåïðåêèäíîñòè) ó ñåáè ñàäðæè ñêóïîâå òà÷àêà Φ è Ψ
è ìîæå ñå ïðåôîðìóëèñàòè ó ñõåìà àêñèîìó ëîãèêå ïðâîã ðåäà:




ãäå ñó φ è ψ ïðîèçâî§íå ôîðìóëå ëîãèêå ïðâîã ðåäà áåç ñëîáîäíèõ ïîjàâ§èâà»à
ïðîìåí§èâèõ A è B.
Çàíèì§èâî jå ïðèìåòèòè äà ñâå àêñèîìå, îñèì À11, ïðèïàäàjó êîõåðåíòîj
ëîãèöè è äà ñå àêñèîìà À11 íå êîðèñòè ó ïðâèõ 12 ïîãëàâ§à ê»èãå Òàðñêîã.
Ãóïòà jå àíàëèçèðàî íåçàâèñíîñò èçìå¢ó àêñèîìà îâîã àêñèîìàòñêîã ñè-
ñòåìà [41]. Ïðå íåêîëèêî ãîäèíà, Òèìîòè Ìàêàðèîñ (Timothy Makarios) jå
ïðåäëîæèî íîâî ïîjåäíîñòàâ§å»å îâîã àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà [57]. Çàìåíà äâåjó
òà÷àêà ó àêñèîìè À5 äîïóøòà èçáàöèâà»å àêñèîìå À2. Ïîêàçàíà jå íåçàâèñíîñò
ñâèõ àêñèîìà îñèì àêñèîìà À3 è À7 (øòî ïðåäñòàâ§à îòâîðåí ïðîáëåì).
6.1.2 Çàïèñ ãåîìåòðèjå Òàðñêîã ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè
Íàjâå£è äåî ê»èãå Òàðñêîã ñå jåäíîñòàâíî çàïèñójå ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè.
Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè îïèñàíî ïðåâî¢å»å ñâèõ àêñèîìà, äåôèíèöèjà è
òåîðåìà, øòî jå ìîãó£å âåðíèjå îðèãèíàëíîj ôîðìóëàöèjè. Íàêîí ïðåâî¢å»à
ó êîõåðåíòíó ôîðìó äîáèjà ñå 238 òåîðåìà, øòî jå íåçíàòíî ïîâå£à»å ó îäíîñó
íà ïî÷åòíèõ 179 òåîðåìà. Ïîñòóïàê ïðåâî¢å»à ó êîõåðåíòíó ôîðìó íèjå
óâåê jåäíîñòàâàí è òîì ïðèëèêîì ñó íàïðàâ§åíå íåêå èçìåíå è ìîäèôèêàöèjå
îðèãèíàëíèõ ôîðìóëà (íåêå îä òèõ èçìåíà ñó êîðèø£åíå è ó îêâèðó äðóãèõ
ôîðìàëèçàöèjà ê»èãå Òàðñêîã).
Ñèìáîëè íåãàöèjå.
Êàî øòî jå ðàíèjå ðå÷åíî, êîõåðåíòíà ëîãèêà íå ïîäðæàâà íåãàöèjå, ïà ñå çà
ñâàêè ïðåäèêàòñêè ñèìáîë R óâîäè íîâè ïðåäèêàòñêè ñèìáîë R êîjè îäãîâàðà
èçðàçó ¬R, è óâîäå ñå íàðåäíå äâå àêñèîìå: R(~x) ∧ R(~x) ⇒ ⊥, R(~x) ∨ R(~x).
Êîíêðåòíî, ó ñëó÷àjó ãåîìåòðèjå Òàðñêîã ìîæå áèòè ïîêàçàíî äà ñå îâàj îï-
øòè ïðèñòóï ìîæå ïîjåäíîñòàâèòè. Ãàáðèåë Áðàóí (Gabriel Braun) è Æèëèåí
Íàðáó ñó íåäàâíî ïîêàçàëè äà ñó, ó êîíòåêñòó àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà Òàðñêîã,
îáà òâð¢å»à cong(~x)∨ cong(~x) è bet(~x)∨ bet(~x) åêèâàëåíòíà ïðàâèëó èñê§ó÷å»à
òðå£åã çà jåäíàêîñò. Íàêîí òîã çàïàæà»à Coq ôîðìàëèçàöèjà ãåîìåòðèjå
Òàðñêîã [18] jå ïîíîâíî êðåèðàíà òàêî äà íå êîðèñòè ïðàâèëî èñê§ó÷å»à
òðå£åã ó îïøòåì îáëèêó. Ïîêàçàíî jå äà ñå ïðâèõ 12 ïîãëàâ§à ê»èãå Òàðñêîã
ìîæå ôîðìàëèçîâàòè êîðèñòå£è ñàìî ïðàâèëî èñê§ó÷å»à òðå£åã çà jåäíàêîñò




Îñèì ôóíêöèjñêèõ ñèìáîëà êîjè ñó âåçàíè çà ïðàâå è ðàâíè (íà ïðèìåð,
ñèìáîë L(P,Q) îäãîâàðà ïðàâîj êîjà jå îäðå¢åíà äâåìà ðàçëè÷èòèì òà÷êàìà P è
Q), óïîòðåáà ôóíêöèjñêèõ ñèìáîëà jå âåîìà ðåòêà ó ê»èçè Òàðñêîã. Ôóíêöèjñêè
ñèìáîëè ñå ïðâè ïóò ïîjàâ§ójó ó ñåäìîì ïîãëàâ§ó ó äåôèíèöèjè 7.5 (ñòðàíà
49 [79]) êîjà óâîäè òà÷êó äîáèjåíó öåíòðàëíîì ñèìåòðèjîì:
SA(P ) = P
′ := is midpoint(P,A, P ′),
ãäå ñå is midpoint(P,A, P ′) äåôèíèøå êàî bet(P,A, P ′)∧ cong(A,P,A, P ′). Êàêî
ñå ôóíêöèjñêè ñèìáîëè íå êîðèñòå ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè, óâîäè ñå äîäàòíè
ïðåäèêàòñêè ñèìáîë is symmetric êîjè ñå äåôèíèøå íà ñëåäå£è íà÷èí:
is symmetric(P, P ′, A) := is midpoint(P,A, P ′).
Ñà óâî¢å»åì îâîã ïðåäèêàòñêîã ñèìáîëà ïîòðåáíî jå óíåòè îäðå¢åíå ïðîìåíå
ó ôîðìóëàöèjè íåêèõ òåîðåìà (7.13, 7.15, 7.16, 7.18 è 7.19). Ïðèëèêîì
ñâàêîã èìïëèöèòíîã êîðèø£å»à ôóíêöèjå SA(P ) (áåç íàâî¢å»à ñèìåòðè÷íå
òà÷êå), ó ôîðìóëàöèjó òåîðåìå ñå äîäàjó íîâà òà÷êà P ′ è ÷è»åíèöà
is symmetric(P, P ′, A).
Íàðåäíè ôóíêöèjñêè ñèìáîë êîjè ñå êîðèñòè ó ê»èçè Òàðñêîã ñå óâîäè ó
äåñåòîì ïîãëàâ§ó ó äåôèíèöèjè 10.1:
M(A,B) = X := is midpoint(A,X,B).
Êàêî âå£ ïîñòîjè ïðåäèêàòñêè ñèìáîë êîjè îñëèêàâà îâó ôóíêöèjó, íå£å ñå
óâîäèòè äîäàòàí ïðåäèêàòñêè ñèìáîë. Óïîòðåáà îâîã ôóíêöèjñêîã ñèìáîëà ó
íàðåäíèì ôîðìóëàìà ñå èçâîäè íà èñòè íà÷èí êàî è çà ïðåòõîäíè ôóíêöèjñêè
ñèìáîë.
Îñèì îâèõ ôóíêöèjñêèõ ñèìáîëà ïîñòîjè jîø jåäàí ñèìáîë  is image,
äåôèíèñàí ó äåñåòîì ïîãëàâ§ó ó äåôèíèöèjè 10.3.
Ðàä ñà ñêóïîâèìà.
Òàðñêè jå èçãðàäèî åëåìåíòàðíó ãåîìåòðèjó ó îêâèðó ëîãèêå ïðâîã ðåäà
êîðèø£å»åì ñàìî jåäíîã ïðèìèòèâíîã òèïà îájåêàòà  òà÷àêà. Ìå¢óòèì, ó
íåêèì äåôèíèöèjàìà ñå êîðèñòå ñêóïîâè ïðè ÷åìó íèjå íàãëàøåíî êîjà òåî-
ðèjà ñêóïîâà èëè êîjè äåî òåîðèjå ñêóïîâà ñå êîðèñòè. Íà ïðèìåð, ó øåñòîì




H(PA) := {X|X 'P A},
ãäå ñå A 'P B (èíòóèòèâíî: òà÷êå A è B ñå íàëàçå ñà èñòå ñòðàíå òà÷êå P )
äåôèíèøå êàî A 6= P ∧B 6= P ∧ (bet(P,A,B)∨ bet(P,B,A)). Òàêî¢å, ïîä ïðåòïî-
ñòàâêîì äà ñó P è Q äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå, ïðàâà L(PQ) îäðå¢åíà òèì òà÷êàìà
ñå äåôèíèøå íà ñëåäå£è íà÷èí (Äåôèíèöèjà 6.14, ñòàíà 45) (col(A,B,C) ñå
äåôèíèøå ñà bet(A,B,C) ∨ bet(B,C,A) ∨ bet(C,A,B)):
L(PQ) := {X|col P Q X)}. (6.1)
Äîäàòíî, óâîäè ñå ïðåäèêàòñêè ñèìáîë Ln (ñòðàíà 45 [79]) êîjè ïðåäñòàâ§à
ïðàâå, è êîjè ñå êîðèñòè ó ìíîãèì íàðåäíèì òåîðåìàìà:
Ln a := ∃P∃Q(P 6= Q ∧ a = L(PQ)). (6.2)
Ñêóïîâè íå£å áèòè êîðèø£åíè ó îêâèðó ôîðìàëèçàöèjå ïðèêàçàíå ó îâîj
òåçè. Óìåñòî »èõ £å ñå êîðèñòèòè äîäàòíè ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè (êîjè
èìèòèðàjó ðàä ñà ñêóïîâèìà òà÷àêà). Óìåñòî ðåëàöèjå A ∈ p êîðèñòè ñå
ïðåäèêàòñêè ñèìáîë point on line(A,X, Y ) äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí:1
point on line(A,X, Y ) := (X 6= Y ∧ col(A,X, Y ))).
Ñëè÷íî, óìåñòî ðåëàöèjå p = q, êîðèñòè ñå ïðåäèêàòñêè ñèìáîë
same lines(P1, P2, Q1, Q2) (ãäå jå p ïðàâà îäðå¢åíà òà÷êàìà P1 è P2, à q ïðàâà
îäðå¢åíà òà÷êàìà Q1 è Q2) äåôèíèñàí íà ñëåäå£è íà÷èí:
same lines(P1, P2, Q1, Q2) :=
P1 6= P2 ∧Q1 6= Q2 ∧ point on line(P1, Q1, Q2) ∧ point on line(P2, Q1, Q2).
Ïîñòîjè jîø íåêîëèêî ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà êîjè ñó óâåäåíè íà ñëè÷àí
íà÷èí è ìå¢ó »èìà ñó (r/k îçíà÷àâà ïðåäèêàòñêè ñèìáîë r àðíîñòè k):
point on plane3p/4, point on plane2l/5, line on plane3p/5, same planes2l/8.
Ñóøòèíñêè, ïîêàçójå ñå äà ñå ñêóïîâè ó ê»èçè Òàðñêîã êîðèñòå ñàìî çà
êðà£è çàïèñ ôîðìóëà è äà ñå jåäíîñòàâíî ìîãó èçáå£è. Ïðîáëåì êîjè ñå îíäà
jàâ§à jå øòî áè òàêî äîáèjåíå ôîðìóëå áèëå ïðåâèøå êîìïëèêîâàíå. Íà ïðèìåð,
ïðåçàïèñèâà»å ðåëàöèjå jåäíàêîñòè ñêóïîâà ó ôîðìóëè êîjîì ñå çàïèñójå äà ñó
1Îâà äåôèíèöèjà ñå òðèâèjàëíî ðàçäâàjà íà äâå èìïëèêàöèjå êîjå ïðèïàäàjó êîõåðåíòíîj
ôîðìè è ìîãó ñå êîðèñòèòè ó îêâèðó îâîã ñèñòåìà.
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ïðàâå p è q jåäíàêå, Ln p = Ln q, áè äàëî ñëåäå£ó ôîðìóëó Ln p∧Ln q∧∀X(X ∈
p⇔ X ∈ q). Íàêîí òîãà ñå ïðèìåíîì äåôèíèöèjà 6.1 è 6.2 äîáèjà ôîðìóëà êîjà
íå êîðèñòè ñêóïîâå: P1 6= P2 ∧ Q1 6= Q2 ∧ ∀X(col P1 P2 X ⇔ col Q1 Q2 X).
Óìåñòî åëèìèíèñà»à ñêóïîâà íà òàj íà÷èí ó îâîj òåçè ñó êîðèø£åíè íîâè
ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè. Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ñó íîâè ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè
åêâèâàëåíòíè îðèãèíàëíèì ïðåäèêàòñêèì ñèìáîëèìà. Ôîðìàëíè äîêàç îâèõ
òâð¢å»à (ó îêâèðó èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à Isabelle) jå òåìà òåêó£åã ðàäà
àóòîðà è ñàðàäíèêà.
Êîõåðåíòíà ôîðìà.
Ïðâèõ 10 àêñèîìà è ñâå òåîðåìå (179) èç ïðâèõ 12 ïîãëàâ§à ê»èãå Òàðñêîã
(íà êîjå ñó ïðèìå»åíå ìîäèôèêàöèjå îïèñàíå ó ïðåòõîäíîì äåëó òåêñòà) ìîãó
áèòè ïîäå§åíå ó íàðåäíå ÷åòèðè ãðóïå:
1. Ôîðìóëå êîjå ïðèïàäàjó êîõåðåíòíîj ëîãèöè. Êàî øòî jå è î÷åêèâàíî,
âå£èíà òåîðåìà (»èõ 94) èç ê»èãå Òàðñêîã ñå âå£ íàëàçè ó êîõåðåíòíîj
ôîðìè (øòî jå è ãëàâíè ðàçëîã çàøòî jå êîõåðåíòíà ëîãèêà êîðèø£åíà).
2. Ôîðìóëå êîjå ìîãó áèëè ëàêî ïðåâåäåíå ó êîõåðåíòíó ôîðìó. Òåîðåìå
êîjå ïðèïàäàjó îâîj ãðóïè (»èõ 31) ìîãó áèòè ëàêî ïðåâåäåíå ó jåäíó èëè
âèøå ôîðìóëà êîõåðåíòíå ëîãèêå, óïîòðåáîì íàðåäíèõ òðàíñôîðìàöèjà
(ñâå ôîðìóëå ñó èìïëèöèòíî óíèâåðçàëíî êâàíòèôèêîâàíå; A, B, C, D
îçíà÷àâàjó êîíjóêöèjó àòîìè÷êèõ ôîðìóëà; x ñå íå ïîjàâ§ójå ñëîáîäíî íè
ó jåäíîj îä íàðåäíèõ ôîðìóëà A, A ⇒ ∀xB, èòä.):
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A ⇔ B ≡ A ⇒ B ∧ B ⇒ A
A ⇔ (B ∨ C) ≡ (A ⇒ B ∨ C) ∧ (B ⇒ A) ∧ (C ⇒ A)
A ⇒ (B ⇔ C) ≡ (A ∧ B ⇒ C) ∧ (A ∧ C ⇒ B)
A ⇔ B ∧ (C ∨ D) ≡ A⇔ (B ∧ C) ∨ (B ∧ D)
A ⇒ (B ∧ (C ⇒ D)) ≡ (A ⇒ B) ∧ (A ∧ C ⇒ D)
A ⇒ ∀xB ≡ ∀x(A ⇒ B)
A ⇔ ∃xB ≡ ((A ⇒ ∃xB) ∧ (∀x(B ⇒ A)))
A ⇒ B ∧ ∃xC ≡ A ⇒ ∃x(B ∧ C)
A ⇒ ∃≤1xB(x) ≡ (∀x1∀x2(A ∧ B(x1) ∧ B(x2)⇒ x1 = x2))
A ⇒ ∃=1xB(x) ≡ (A⇒ ∃xB(x)) ∧
(∀x1∀x2(A ∧ B(x1) ∧ B(x2)⇒ x1 = x2))
3. Ôîðìóëå êîjå ìîãó áèòè ïðåôîðìóëèñàíå çà çàïèñ ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè.
Òåîðåìå îâå ãðóïå (»èõ 48) íàj÷åø£å ñàäðæå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå êîjè
îäãîâàðàjó òèïó ïðàâèõ è òðåòèðàjó ïðàâå êàî ñêóïîâå òà÷àêà ïà jå
îòóäà jåäíîñòàâíà òðàíñôîðìàöèjà òèõ òåîðåìà ïîòðåáíà. Ó îâîj ãðóïè
ïîñòîjè ñàìî jåäíà äåôèíèöèjà (Äåôèíèöèjà 8.11) êîjà çàõòåâà ìàëî
êîìïëèêîâàíèjó òðàíñôîðìàöèjó (a è a′ ñó ïðàâå, ïðåäèêàòñêè ñèìáîë
per(U,X, V ) îçíà÷àâà äà jå óãàî UXV ïðàâ óãàî):
a ⊥X a′ := X ∈ a ∧X ∈ a′ ∧ ∀U∀V (U ∈ a ∧ V ∈ a′ ⇒ per(U,X, V )).
Òðàíñôîðìàöèjà îâå äåôèíèöèjå èìà çà öè§ åëèìèíèñà»å óíóòðàø»èõ
óíèâåðçàëíèõ êâàíòèôèêàòîðà (∀U∀V ). Ïðâè êîðàê òðàíñôîðìàöèjå jå
óâî¢å»å íîâîã ïðåäèêàòñêîã ñèìáîëà (perp in) è ïðåäñòàâ§à»å ïðàâèõ êàî
ïàðîâà òà÷àêà (åëèìèíèñà»å óíóòðàø»èõ óíèâåðçàëíèõ êâàíòèôèêàòîðà
ñå èçâîäè íà îñíîâó ãåîìåòðèjñêèõ ñâîjñòàâà êîjè âàæå):
perp in(X,A,B,C,D) := (A 6= B ∧ C 6= D ∧X ∈ lineAB ∧X ∈ lineCD∧
((A 6= X ∧ C 6= X ∧ per(A,X,C)) ∨ (A 6= X ∧D 6= X ∧ per(A,X,D))∨
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(B 6= X ∧ C 6= X ∧ per(B,X,C)) ∨ (B 6= X ∧D 6= X ∧ per(B,X,D)))).
Îâàêî äîáèjåíà äåôèíèöèjà ñå çàòèì òðàíñôîðìèøå (íà ðàíèjå îïèñàí íà-
÷èí) ó îñàì ôîðìóëà êîõåðåíòíå ëîãèêå. Jåäíà îä òèõ ôîðìóëà (çàïèñàíà
ó TPTP ôîðìàòó) jå:
fof(ax_8_11_1_1, axiom, (! [X,A,B,C,D] :
((perp_in(X,A,B,C,D) & A!=X & C!=X) =>
(A!=B & C!=D & point_on_line(X,A,B) &
point_on_line(X,C,D) & per(A,X,C))))).
Òðàíñôîðìàöèjå îâîã òèïà ìîãó ãåíåðèñàòè êîìïëèêîâàíå äåôèíèöèjå è
ñâàêàêî ñå ìîðà íà£è êîìïðîìèñ èçìå¢ó ÷èò§èâîñòè äîáèjåíèõ ôîðìóëà ñà
jåäíå ñòðàíå è êîðèø£å»à êîõåðåíòíèõ ôîðìóëà è èçáåãàâà»à êîðèø£å»à
ñêóïîâà ñà äðóãå ñòðàíå. Ñ òèì ó âèäó, òðàíñôîðìàöèjà êîjà jå êîðèø£åíà
ó îâîì ñëó÷àjó £å ïðîèçâåñòè ÷èò§èâèjå äîêàçå íåãî øòî áè áèëè äîáèjåíè
äà jå êîðèø£åí îïøòè àëãîðèòàì [8] çà ïðåâî¢å»å ôîðìóëà (ëîãèêå ïðâîã
ðåäà) ó êîõåðåíòíó ôîðìó. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, òàêâî ïðåâî¢å»å áè
ãåíåðèñàëî îäðå¢åí áðîj ïîìî£íèõ ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà.
4. Ôîðìóëå êîjå ñàäðæå n-òîðêå (çà ïðîèçâî§íî n). Òåîðåìå îâå ãðóïå (»èõ
5) ñó îáðà¢åíå ñàìî çà ñïåöèjàëàí ñëó÷àj êàäà jå n ≤ 2.
TPTP ôîðìàò çàïèñà.
TPTP ôîðìàò çàïèñà ôîðìóëà2 [87] ñå ìîæå êîðèñòèòè çà çàïèñ ôîðìóëà
ïðâîã ðåäà è ñàìèì òèì, êàêî jå êîõåðåíòíà ëîãèêà äåî ëîãèêå ïðâîã ðåäà, ìîæå
áèòè êîðèø£åí è çà çàïèñ êîõåðåíòíèõ ôîðìóëà. Îòóäà ñå ôîðìóëå (àêñèîìå
è òåîðåìå) èç ê»èãå Òàðñêîã, äîáèjåíå ãîðå îïèñàíèì òðàíñôîðìàöèjàìà, ìîãó
äèðåêòíî çàïèñàòè ó òîì ôîðìàòó.
Ñïèñàê ñâèõ àêñèîìà, äåôèíèöèjà è òåîðåìà êîðèø£åí çà çàïèñ ê»èãå
Òàðñêîã ñå ìîæå íà£è íà èíòåðíåòó.3
6.1.3 Äîñëåäíîñò ôîðìàëèçàöèjå
Ïðèëèêîì ôîðìàëèçàöèjå ìàòåìàòè÷êå òåîðèjå, èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷à





äîêàçèâà»à èñïðàâíà, àëè îäãîâîðíîñò çà ôîðìóëèñà»å àêñèîìà è çàïèñà
ôîðìóëà è òåîðåìà ó îêâèðó òå òåîðèjå jå ó ïîòïóíîñòè ïðåïóøòåíà êîðèñíèêó
êîjè ïèøå òå äîêàçå. Ìîæå äà ñå äåñè äà êîðèñíèê íåèñïðàâíî ôîðìóëèøå
àêñèîìå ìàòåìàòè÷êå òåîðèjå, èëè äà íàïðàâè øòàìïàðñêó ãðåøêó è òèìå äà
íàïðàâè íåêîíçèñòåíòíó òåîðèjó. Îñèì òîãà, êîðèñíèê ìîæå óíåòè ãðåøêå ó
ôîðìóëàöèjå äåôèíèöèjà è òåîðåìà êîjå äà§å ìîãó óòèöàòè íà îñòàëå äåôè-
íèöèjå è òåîðåìå. Èç îâèõ ðàçëîãà jå ïîòðåáíî îáåçáåäèòè íåêó âðñòó àó-
òîìàòñêå ïðîâåðå êîjà áè ìîãëà äà ñå êîðèñòè çà îòêðèâà»å ïîòåíöèjàëíèõ
íåêîíçèñòåíòíîñòè è íåjàñíî£à. Ó òó ñâðõó ìîãó áèòè êîðèø£åíè àóòîìàòñêè
äîêàçèâà÷è òåîðåìà.
Ïðèëèêîì èçãðàä»å ðà÷óíàðñêå âåðçèjå ê»èãå Òàðñêîã, êîðèø£åíè ñó
ðåçîëóöèjñêè äîêàçèâà÷è çà ïðîâåðó íåêîíçèñòåíòíîñòè (ñà öè§åì îòêðèâà»à
íàøèõ ãðåøàêà) íà ñëåäå£è íà÷èí: óíóòàð îäðå¢åíîã âðåìåíñêîã èíòåðâàëà,
èçâðøåíè ñó ïîêóøàjè äà ñå èçâåäå ⊥ èç äàòîã ñêóïà àêñèîìà, äåôèíèöèjà
è òåîðåìà. Èàêî jåäíîñòàâíà, êîðèø£å»å îâå õåóðèñòèêå jå îòêðèëî íåêîëèêî
ãðåøàêà ó îêâèðó íàøå ôîðìàëèçàöèjå (íàj÷åø£å ó âèäó øòàìïàðñêèõ ãðåøàêà
èëè èçîñòàâ§à»à ïðåäèêàòà). Ñà ïðèñóòíèì ãðåøêàìà, ìîæå ñå äåñèòè äà íåêà
òâð¢å»à âèøå íèñó òåîðåìå èëè, øòî jå jîø ãîðå, íåêîíçèñòåíòíå ïðåòïîñòàâêå
óâåäåíå àêñèîìàìà è òåîðåìàìà ìîãó äîâåñòè äî òðèâèjàëíèõ äîêàçà íàðåäíèõ
òåîðåìà (çáîã íåêîíçèñòåíòíèõ ïðåìèñà).
6.1.4 Ïðåãëåä ïîñòîjå£èõ ðà÷óíàðñêèõ ôîðìàëèçàöèjà
ê»èãå Òàðñêîã
Òðåíóòíî ïîñòîjå òðè ðà÷óíàðñêå ôîðìàëèçàöèjå ê»èãå Òàðñêîã îä êîjèõ
ñó äâå äîáèjåíå êîðèø£å»åì àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà, à òðå£à êîðè-
ñòè èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷ òåîðåìà. Ôîðìàëèçàöèjå êîjå êîðèñòå àóòîìàò-
ñêè äîêàçèâà÷ òåîðåìà ñó ðàçâèëè Àðòà Êóàèô [74] è êàñíèjå Ìàjêëà Áèñîí
(Michael Beeson) è Ëàðèjà Âîñà (Larry Wos) [5, 6]. Ôîðìàëèçàöèjà êîjà êîðèñòè
èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷ òåîðåìà ñó ðàçâèëè Íàðáó è Áðàóí [67, 18].
Àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷ òåîðåìà Otter jå êîðèñòèî Êóàèô ó îêâèðó ñâîjå
ôîðìàëèçàöèjå. Äîêàçàî jå òåîðåìå èç ïðâèõ 5 ïîãëàâ§à ê»èãå è öåî
ïðîöåñ jå òðàjàî îêî äâå íåäå§å. Êàñíèjå ñó Áèñîí è Âîñ êîðèñòèëè íîâèjó
âåðçèjó äîêàçèâà÷à Otter, ïîíîâèëè ñó è ïðîäóæèëè Êóàèôîâ ðàä. Äàâà»åì
äîäàòíèõ èíôîðìàöèjà äîêàçèâà÷ó ó âèäó íàãîâåøòàjà (hints) è ðåçîíàòîðà
(resonators) óñïåëè ñó äà äîêàæó ñâå òåîðåìå äî òåîðåìå 9.6., óê§ó÷ójó£è
è »ó, êàî è âå£è äåî òåîðåìà äî ïîãëàâ§à 12 [5, 6]. Îâà ôîðìàëèçàöèjà
jå ñóøòèíñêè ïîëóàóòîìàòñêà, jåð ñó àóòîðè èíòåíçèâíî íàâîäèëè äîêàçèâà÷
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ïðèëèêîì äîêàçèâà»à òåøêèõ òåîðåìà: äàâàëè ñó ìó èíôîðìàöèjå î òà÷êàìà
êîjå òðåáà êîíñòðóèñàòè, êàî è çíà÷àjàí ñêóï êîðàêà èçâî¢å»à. Îñèì òîãà, ó
îêâèðó îâå ôîðìàëèçàöèjå êîðèø£åíå ñó ïîìî£íå ëåìå êîjå ñå íå ïîjàâ§ójó ó
ê»èçè. Íåêå îä »èõ ñó èíñïèðèñàíå Coq ôîðìàëèçàöèjîì (íà ïðèìåð ëåìà
1 ó ïîãëàâ§ó 54). Ó îêâèðó îâå ôîðìàëèçàöèjå íèñó ðàçìàòðàíè íè ôîðìàëíè
äîêàçè (ïðîâåðèâè îä ñòðàíå èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà) íèòè ÷èò§èâè
äîêàçè íà ïðèðîäíîì jåçèêó.
Èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷ òåîðåìà Coq (ñà ìèíèìàëíèì íèâîîì
àóòîìàòèçàöèjå) ñó êîðèñòèëè Áðàóí è Íàðáó è äîêàçàëè ñó âå£èíó òåîðåìà (íå
óê§ó÷ójó£è òåîðåìå î ãåîìåòðèjè ïðîñòîðà) èç ïðâèõ äâàíàåñò ïîãëàâ§à [67, 18].
Íåêîëèêî ãîäèíà ïîñëå òîã ïðîjåêòà, ôîðìàëèçàöèjà Òàðñêîã jå ïðîøèðåíà.
Áðàóí, Íàðáó è Ïjåð Áàóòðè (Pierre Boutry) ñó äîêàçàëè íåêå ãåîìåòðèjñêå
òåîðåìå âèøåã íèâîà êîjå ñå çàñíèâàjó íà àêñèîìàòñêîì ñèñòåìó Òàðñêîã:
ïîñòîjà»å òåæèøòà, îðòîöåíòðà, îïèñàíîã êðóãà êàî è íåêà ñòàíäàðäíà
ñâîjñòâà ÷åòâîðîóãëà [17].
Ñëè÷íî êàî ó ôîðìàëèçàöèjè îïèñàíîj ó îâîj òåçè, íè Coq íè Otter
ôîðìàëèçàöèjå íå êîðèñòå ñêóïîâå è ñâå ôîðìóëå èç ê»èãå Òàðñêîã ñó èçìå»åíå
ó ñêëàäó ñà òèì. Íà ïðèìåð, íè jåäíà îä îïèñàíèõ ôîðìàëèçàöèjà íå êîðèñòè
êîíöåïò ïðàâèõ  óìåñòî òîãà, ïðàâå ñå êîðèñòå èìïëèöèòíî è ïðåäñòàâ§åíå
ñó ïàðîâèìà òà÷àêà. Ìå¢óòèì, çà ðàçëèêó îä ïðèñòóïà îïèñàíîã ó îâîj
òåçè, îïèñàíå ôîðìàëèçàöèjå íå êîðèñòå äîäàòíå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå êîjè
èìèòèðàjó ðàä ñà ñêóïîâèìà òà÷àêà. Ñëè÷íî, íèjåäíà ôîðìàëèçàöèjà íå êîðè-
ñòè ôóíêöèjñêå ñèìáîëå ó çàïèñó ôîðìóëà: ôóíêöèjà àðíîñòè n jå ïðåäñòàâ§åíà
ïðåäèêàòñêèì ñèìáîëîì àðíîñòè n+ 1. Èç ðàçëîãà øòî ñå ñêóïîâè íå êîðèñòå ó
îâèì ôîðìàëèçàöèjàìà, ïîòðåáíî jå äîäàòè ëåìå êàî øòî jå íàðåäíà êîjà îïèñójå
ïñåóäî-òðàíçèòèâíîñò ïðåäèêàòñêîã ñèìáîëà êîëèíåàðíî:
A 6= B ∧ col(A,B,C) ∧ col(A,B,D)⇒ col(A,C,D).
Ïîãëàâ§à ê»èãå Òàðñêîã ñå ðàçëèêójó ó îáèìó è òåæèíè òåîðåìà êîjå
ñå ó »èìà íàëàçå øòî ñå ìîæå äèðåêòíî äà óòè÷å íà ðàçâîj ðà÷óíàðñêå
ôîðìàëèçàöèjå. Óâèä ó òåæèíó è îáèì ïîãëàâ§à (íàðàâíî íåôîðìàëàí) ñå
ìîæå äîáèòè ïîñìàòðàjó£è óêóïàí áðîj äîêàçàíèõ òâð¢å»à ó îêâèðó ðà÷óíàðñêå
ôîðìàëèçàöèjå. Óêóïàí áðîj äîêàçàíèõ òâð¢å»à jå: 565 ó Coq ôîðìàëèçàöèjè5,
4http://www.michaelbeeson.com/research/FormalTarski/index.php?include=archive5
5Ó îêâèðó Coq ôîðìàëèçàöèjå íàëàçå ñå è íåêå ëåìå êîjå ñå íå êîðèñòå çà äîêàçèâà»å
òåîðåìà èç ê»èãå Òàðñêîã, âå£ çà äðóãå ñâðõå. Îä 565 òâð¢å»à êîjà ñå íàëàçå ó îâîj
ôîðìàëèçàöèjè, »èõ 456 ñå êîðèñòå çà äîêàçèâà»å òåîðåìà ê»èãå Òàðñêîã.
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Broj teorema iz knjige
Broj teorema u Coq formalizaciji
Broj teorema u Otter formalizaciji
Broj teorema u koherentnoj formalizaciji












Ñëèêà 6.1: Áðîj òåîðåìà ó ê»èçè è ó ðà÷óíàðñêèì ôîðìàëèçàöèjàìà.









Ñëèêà 6.2: Ðàñïîäåëà äóæèíà äîêàçà òåîðåìà äîáèjåíèõ ó Coq ôîðìàëèçàöèjè.
119 ó Otter ôîðìàëèçàöèjè (îáóõâàòà òåîðåìå äî òåîðåìå 9.6), è 238 ó íàøîj
ôîðìàëèçàöèjè (ó îêâèðó êîõåðåíòíå ëîãèêå). Íà ñëèöè 6.1 ñå ìîæå âèäåòè
áðîj òåîðåìà ïî ïîãëàâ§èìà êîjè ñå íàëàçè ó ê»èçè Òàðñêîã êàî è ó ðàçëè÷èòèì
ðà÷óíàðñêèì ôîðìàëèçàöèjàìà. Êàî íåôîðìàëíà ìåðà òåæèíå òåîðåìå ìîæå
ñå ïîñìàòðàòè áðîj ðåäîâà äîêàçà ïîòðåáíèõ çà ôîðìàëíî äîêàçèâà»å òåîðåìå
ó îêâèðó Coq ôîðìàëèçàöèjå. Íàðàâíî, òåîðåìà ìîæå áèòè äîêàçàíà íà âèøå
ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà, òàêî äà îâà ìåðà íèjå èäåàëíà àëè ìîæå ïîñëóæèòè êàî
èëóñòðàöèjà. Íà ñëèöè 6.2 jå ïðèêàçàíà ðàñïîäåëà òåîðåìà ó îäíîñó íà äóæèíó
»èõîâèõ äîêàçà ó Coq ôîðìàëèçàöèjè.
6.1.5 Óïàðèâà»å Coq ôîðìàëèçàöèje ñà êîõåðåíòíîì
ôîðìàëèçàöèjîì
Ó îêâèðó ñïðîâåäåíèõ åêñïåðèìåíàòà, ïîñòîjå£à Coq ôîðìàëèçàöèjà, êàî
è èíôîðìàöèjå äîáèjåíå èç »å, ñó êîðèø£åíå çà íàâî¢å»å àóòîìàòñêå
ôîðìàëèçàöèjå (íà íà÷èí êîjè £å áèòè íàêíàäíî îïèñàí). Äà áè ñå òî ìîãëî
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óðàäèòè ïðâî jå áèëî ïîòðåáíî óïàðèòè òâð¢å»à èç Coq ôîðìàëèçàöèjå ñà
îðèãèíàëíîì ê»èãîì Òàðñêîã, ïà çàòèì è ñà òâð¢å»èìà äîáèjåíèì ó íàøîj
êîõåðåíòíîj ôîðìàëèçàöèjè. Îâî óïàðèâà»å jå äåëîì èçâåäåíî ðó÷íî, äåëîì
êîðèø£å»åì íåêèõ ïîìî£íèõ àëàòà. Çà îäðå¢åí áðîj òâð¢å»à îâî óïàðèâà»å
jå áèëî òðèâèjàëíî, àëè íèjå çàíåìàð§èâ íè áðîj òâð¢å»à ÷èjå óïàðèâà»å íèjå
áèëî jåäíîñòàâíî. Ïðîöåñ óïàðèâà»à £å áèòè îïèñàí ó íàñòàâêó òåêñòà.
Âåëèêè áðîj òåîðåìà Òàðñêîã jå ó îêâèðó Coq ôîðìàëèçàöèjå áèî èçäå§åí
íà íåêîëèêî òåîðåìà êîjå ìàõîì ïðèïàäàjó êîõåðåíòíîj ëîãèöè (èàêî òî
àóòîðè Coq ôîðìàëèçàöèjå íèñó èìàëè ó âèäó, íèòè ñó ïëàíèðàëè êîðèø£å»å
äîêàçèâà÷à çà êîõåðåíòíó ëîãèêó ó áóäó£íîñòè), øòî jå ÷èíèëî óïàðèâà»å ñà
íàøîì ôîðìàëèçàöèjîì òðèâèjàëíèì. Àëè, ó òèì ñëó÷àjåâèìà, óïàðèâà»å ñà
òåîðåìàìà ê»èãå Òàðñêîã íèjå áèëî jåäàí íà jåäàí.
Ó ñëó÷àjó êàäà òåîðåìà êîðèø£åíà ó Coq ôîðìàëèçàöèjè íèjå ó êîõåðåíòíîj
ôîðìè, ïðâî jå ìîðàëà áèòè ïðåâåäåíà ó »ó. Íàêîí òîãà jå óïàðåíà ñà
îðèãèíàëíîì òåîðåìîì Òàðñêîã (ó îêâèðó Coq ôîðìàëèçàöèjå, òåîðåìå Òàðñêîã
íèñó óâåê èìàëå óíèôîðìíà èìåíà ïà jå îâî óïàðèâà»å óðà¢åíî ðó÷íî, òj.
ïîðå¢å»åì ôîðìóëàöèjå òåîðåìà ñà ê»èãîì) è óáà÷åíà ó íàøó êîõåðåíòíó
ôîðìàëèçàöèjó.
Îñèì îðèãèíàëíèõ òåîðåìà ê»èãå Òàðñêîã, Coq ôîðìàëèçàöèjà ó ñåáè
ñàäðæè è èçâåñòàí áðîj äîäàòíèõ ëåìà êîjå ñó êîðèø£åíå äà áè ñå
ïîjåäíîñòàâèëè äîêàçè îðèãèíàëíèõ òåîðåìà èç ê»èãå. Ñâå òå ëåìå jå òàêî¢å
ïîòðåáíî óáàöèòè ó ëèñòó ôîðìóëà ó îêâèðó êîõåðåíòíå ôîðìàëèçàöèjå (íà
îäãîâàðàjó£å ìåñòî). Äà áè ñå òî óðàäèëî, ïðâî ñó ñâå Coq ëåìå ïðåâåäåíå
ó êîõåðåíòíó ôîðìó (ó îíèì ñëó÷àjåâèìà ó êîjèìà jå òî áèëî ïîòðåáíî). Íà
îñíîâó Coq ôîðìàëèçàöèjå êðåèðàíå ñó ëèñòå çàâèñíîñòè ìå¢ó òâð¢å»èìà: çà
ñâàêî òâð¢å»å ëèñòà çàâèñíîñòè ñàäðæè ñâå òåîðåìå è ëåìå êîðèø£åíå ó »åíîì
äîêàçó. Ïðèëèêîì ñïàjà»à äâå ôîðìàëèçàöèjå, ëèñòå çàâèñíîñòè ñó êîðèø£åíå
çà îäðå¢èâà»å ïîçèöèjå Coq ëåìå ó êîõåðåíòíîj ôîðìàëèçàöèjè. Ïîçèöèjà ëåìå
(êîjà íå ïîñòîjè ó êîõåðåíòíîj ôîðìàëèçàöèjè) jå òàêâà äà ñå ëåìà íàëàçè íà
ïîñëåä»åì ìîãó£åì ìåñòó óíóòàð ëèñòå òâð¢å»à (îäíîñíî, íåïîñðåäíî ïðå ïðâîã
òâð¢å»à ó ÷èjåì ñå äîêàçó òà ëåìà êîðèñòè).
Ñïàjà»å òå äâå ôîðìàëèçàöèjå (Coq ôîðìàëèçàöèjå è êîõåðåíòíå
ôîðìàëèçàöèjå) jå äàëî âåëèêè áðîj èçàçîâà, äåëîì çáîã ðàçëè÷èòå ñèíòàêñå,
êîðèø£å»à ðàçëè÷èòèõ èìåíà, ðàçëè÷èòèõ àëàòà çà çàïèñèâà»å ôîðìóëà, àëè
è çáîã íåçíàòíèõ ðàçëèêà ó ôîðìóëàöèjè îðèãèíàëíèõ òåîðåìà Òàðñêîã. Êàêî jå




Íàêîí ïàæ§èâèjåã ðàçìàòðà»à óî÷àâà ñå ãëàâíè ðàçëîã îâèõ ïðîáëåìà:
êàî øòî jå âå£ íàïîìåíóòî, çà ðàçëèêó îä îðèãèíàëíå ê»èãå Òàðñêîã, íèjåäíà
ðà÷óíàðñêà ôîðìàëèçàöèjà íå êîðèñòè ñêóïîâå. Èïàê, çàïèñèâà»å ôîðìóëà
ê»èãå Òàðñêîã áåç êîðèø£å»à ñêóïîâà íèjå óâåê ïðàâîëèíèjñêè. Îñèì
òîãà, ïðèëèêîì çàïèñèâà»à ôîðìóëà íà ðà÷óíàðó (áåç îáçèðà íà òî äà ëè
ñå ó »èìà jàâ§àjó ñêóïîâè èëè íå) ìîãó£å jå íàïðàâèòè îäðå¢åíå (ñèí-
òàêñíå èëè ñåìàíòè÷êå) ãðåøêå. Êàî èëóñòðàöèjà áè£å ïðèêàçàíà óêðàòêî
(êîðèñòå£è óîáè÷àjåíå ìàòåìàòè÷êå îçíàêå) ãðåøêà êîjà jå îòêðèâåíà ó îê-
âèðó ïîñòîjå£å Coq ôîðìàëèçàöèjå. Ãðåøêà jå îòêðèâåíà ïðèëèêîì ñïàjà»à
äâå ôîðìàëèçàöèjå.
Ó Coq ôîðìàëèçàöèjè, ïðåäèêàòñêè ñèìáîë is image(P ′, P, A,B) (òà÷êå P è
P ′ ñó ñèìåòðè÷íå ó îäíîñó íà ïðàâó AB) jå äåôèíèñàí (íà îñíîâó ïðâîã äåëà
äåôèíèöèjå 10.3 èç ê»èãå Òàðñêîã) íà ñëåäå£è íà÷èí:
∃X(is midpoint(X,P, P ′) ∧ col(A,B,X) ∧ (perp(A,B, P, P ′) ∨ P = P ′),
ãäå is midpoint(X,P, P ′) âàæè àêî jå X ñðåäèø»à òà÷êà äóæè PP ′, col(A,B,C)
âàæè àêî ñó òà÷êå A,B è C êîëèíåàðíå, è perp(A,B, P, P ′) âàæè àêî jå ïðàâà
AB íîðìàëíà íà PP ′. Ó îêâèðó Coq ôîðìàëèçàöèjå íàëàçè ñå íàðåäíà ëåìà:
col(A,B,X)⇒ is image(X,X,A,B).
Àëè, äåôèíèöèjà 10.3 ïîêðèâà è ñïåöèjàëàí ñëó÷àj êàäà jå A = B
(is symmetric(P, P ′, A) âàæè àêî ñó òà÷êå P è P ′ ñèìåòðè÷íå ó îäíîñó íà òà÷êó
A):
is image(P, P ′, A,B) :=
 ∃X
(
is midpoint(X,P, P ′) ∧ col(A,B,X)
∧(perp(A,B, P, P ′) ∨ P = P ′)
)
ifA 6= B
is symmetric(P, P ′, A) if A = B
Äàêëå, èç ÷è»åíèöå col(A,A, P ) ñå ìîæå çàê§ó÷èòè äà âàæè è
is image(P, P,A,A) ïà îòóäà è is symmetric(P, P,A), øòî íèjå òà÷íî ó
îïøòåì ñëó÷àjó (òj., íèjå òà÷íî êàäà jå P 6= A). Îâàj ïðîáëåì ñå jàâèî èç
ðàçëîãà øòî ê»èãà Òàðñêîã êîðèñòè ïðàâå (êîjå ïðåäñòàâ§àjó ñêóïîâå òà÷àêà),
äîê Coq ôîðìàëèçàöèjà êîðèñòè ñàìî òà÷êå è ïðåâî¢å»å ôîðìóëå òàêî äà íå
ñàäðæè ñêóïîâå íèjå áèëî ó ïîòïóíîñòè âåðíî.
Îâàj ìàëè ïðåâèä êîjè ñå jàâèî ó îêâèðó äåôèíèöèjå ïðåäèêàòà îòêðèâåí
jå ïðèëèêîì óïàðèâà»à îâå ôîðìàëèçàöèjå ñà êîõåðåíòíîì ôîðìàëèçàöèjîì è
6Ïðèëèêîì ôîðìàëèçàöèjå ìàòåìàòè÷êèõ ê»èãà, ÷åñòî ñå ñðå£åìî ñà ïðîáëåìîì òóìà÷å»à
çàïèñà àóòîðà çáîã ïîjàâå ðàçíèõ íåjàñíî£à. Îâàj ïðîáëåì jå ïîñåáíî èçðàæåí çà íåêå
êëàñè÷íå ìàòåìàòè÷êå ê»èãå êàî íà ïðèìåð Õèëáåðòîâà Grundlagen der Geometrie [45], øòî
jå ïðèêàçàíî ó îêâèðó ôîðìàëèçàöèjå òå ê»èãå [61, 62].
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ðåçóëòèðàî jå íåêîíçèñòåíòíîø£ó êîjà jå îòêðèâåíà êîðèø£å»åì ðåçîëóöèjñêèõ
äîêàçèâà÷à. Íàêîí îòêðèâà»à îâå ãðåøêå, óíåòå ñó èçìåíå ó îðèãèíàëíó Coq
ôîðìàëèçàöèjó (èçìåíå ó äåôèíèöèjè ñó çàõòåâàëå èçìåíå ó ìíîãèì íàðåäíèì
òåîðåìàìà è ïîìî£íèì ëåìàìà) ÷èìå jå äîáèjåíî ìíîãî ìà»å íåäåãåíåðàòèâíèõ
ñëó÷àjåâà (ìíîãè ïðåäóñëîâè A 6= B ñó óêëî»åíè çàõâà§ójó£è îïøòèjîj
äåôèíèöèjè ïðåäèêàòà is image).
Îñèì îòêðèâà»à îâå ãðåøêå, óïîòðåáà àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà
ïðèëèêîì ïðîöåñà ñïàjà»à äâå ôîðìàëèçàöèjå jå ïîìîãëà äà ñå îòêðèjó íåêè
äóïëèêàòè è íåïîòðåáíå ëåìå (ó ñëó÷àjåâèìà êàäà ñå ïîìî£íà ëåìà äîêàçójå óç
ïîìî£ ñàìî jåäíå ëåìå, îíäà îíà íèjå ïîòðåáíà è ìîæå áèòè åëèìèíèñàíà).
6.1.6 Ïðîöåñ àóòîìàòèçàöèjå è èçâî¢å»å åêñïåðèìåíàòà
Íàêîí ïðåôîðìóëèñà»à ó êîõåðåíòíó ôîðìó (ó ñëó÷àjó äà jå ïîòðåáíî, íà
íà÷èí îïèñàí ó ïîãëàâ§ó 6.1.2) ñâèõ àêñèîìà, äåôèíèöèjà è òåîðåìà èç ïðâèõ
äâàíàåñò ïîãëàâ§à ê»èãå Òàðñêîã, ñïðîâåäåíî jå íåêîëèêî åêñïåðèìåíàòà ó
öè§ó îòêðèâà»à êîëèêî òåîðåìà (îä óêóïíî 238) ìîæå áèòè äîêàçàíî ïîòïóíî
àóòîìàòñêè è óç îäðå¢åíî íàâî¢å»å7.
Ïîñòîjå£å ôîðìàëèçàöèjå (ïîëóàóòîìàòñêà Otter ôîðìàëèçàöèjà è ðó÷íà
Coq ôîðìàëèçàöèjà) ìîãó áèòè êîðèø£åíå êàî ðåôåðåíòíå òà÷êå (çà ïîðå¢å»å
ñà íàøèì ïîòïóíî àóòîìàòñêèì ïðèñòóïîì), àëè è çà ñèìóëàöèjó íàâî¢å»à îä
ñòðàíå ÷îâåêà. Çà ñèìóëàöèjó íàâî¢å»à êîðèø£åíå ñó èíôîðìàöèjå äîáèjåíå èç
èíòåðàêòèâíî ðàçâèjåíèõ äîêàçà ó îêâèðó èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà÷à òåîðåìà
Coq [67, 18].
Åêñïåðèìåíòè ñó èçâåäåíè íà ñåðâåðó ñà 12 jåçãàðà è ïðîöåñîðîì AMD
Opteron 6168 CPU. Çà ñâàêó òåîðåìó ïðâî ñó ïîçâàíè ðåçîëóöèjñêè äîêàçèâà÷è
(çà ñâàêó òåîðåìó äâà ïóòà, ñà ïðåìèñàìà çàäàòèì ó íîðìàëíîì è îáðíóòîì
ðåäîñëåäó) ñà âðåìåíñêèì îãðàíè÷å»åì îä 60 ñåêóíäè,8 äîê jå äîêàçèâà÷
ArgoCLP êîðèø£åí ñà âðåìåíñêèì îãðàíè÷å»åì îä 1000 ñåêóíäè. 9
7Ïîä íàâî¢å»åì ñìàòðàìî äàâà»å äîäàòíèõ èíôîðìàöèjà äîêàçèâà÷èìà ó âèäó äîäàòíèõ
ëåìà èëè ñìà»åíîã ñêóïà òâð¢å»à àëè ïðèìå»åíî óíèôîðìíî çà ñâà òâð¢å»à. Ó îêâèðó îâèõ
åêñïåðèìåíàòà íèjå êîðèø£åíî íàâî¢å»å çà äîêàçèâà»å ïîjåäèíà÷íèõ òåîðåìà.
8Ðåëàòèâíî ìàëî âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å jå íàìåðíî èçàáðàíî äà áè äîáèëè ñëèêó î
ïîòåíöèjàëíèì ïðèìåíàìà íàëèê èíòåðàêòèâíîì äîêàçèâà»ó (Sledgehammer ïðèñòóï êîðèñòè
âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å îä 30 ñåêóíäè). Ïîâå£à»å âðåìåíñêîã îãðàíè÷å»à íå óòè÷å çíà÷àjíî
íà äîáèjåíå ðåçóëòàòå: ó åêñïåðèìåíòèìà áåç íàâî¢å»à, ðåçîëóöèjñêè äîêàçèâà÷è ñó óñïåøíî
äîêàçàëè 48% òåîðåìà ñà âðåìåíñêèì îãðàíè÷å»åì îä 1 ìèíóòà, 49% òåîðåìà ñà âðåìåíñêèì
îãðàíè÷å»åì îä 2 ìèíóòà, 51% òåîðåìà ñà âðåìåíñêèì îãðàíè÷å»åì îä 5 ìèíóòà, 54% òåîðåìà
ñà âðåìåíñêèì îãðàíè÷å»åì îä 30 ìèíóòà.
9Âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å çàäàòî äîêàçèâà÷ó ArgoCLP jå ðåëàòèâíî âèñîêî, àëè ó ñòâàðè íèjå
ìíîãî âå£å íåãî âðåìå êîjå jå îäâîjåíî çà ðåçîëóöèjñêå äîêàçèâà÷å (ñ îáçèðîì äà îíè óêóïíî
äîáèjàjó âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å îä 6 × 60s). Îñèì òîãà, âåëèêî âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å áè ñå
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Ïîòïóíà àóòîìàòèçàöèjà, áåç èêàêâîã íàâî¢å»à (áåç äàâà»à äîäàòíèõ
èíôîðìàöèjà).
Ó îêâèðó ïðâîã åêñïåðèìåíòà, ñèñòåì (îïèñàí ó ãëàâè 5.1) jå ïðèìå»åí íà
238 òåîðåìà äîáèjåíèõ íàêîí çàïèñà ïðâèõ äâàíàåñò ïîãëàâ§à ê»èãå Òàðñêîã
ó êîõåðåíòíîj ëîãèöè. Àêñèîìå, äåôèíèöèjå è òåîðåìå ñó íàâåäåíå óïðàâî
ó ðåäîñëåäó êîjèì ñó íàâåäåíå ó ê»èçè. Ïðèëèêîì äîêàçèâà»à òåêó£å
òåîðåìå, ñâå ïðåòõîäíå àêñèîìå, äåôèíèöèjå è òåîðåìå (áåç îáçèðà íà òî äà
ëè ñó ïðåòõîäíî äîêàçàíå îä ñòðàíå ñèñòåìà) ñå êîðèñòå, òj. ïðîñëå¢ójó ñå
äîêàçèâà÷èìà. Îñèì òîãà àêñèîìå ñå êîðèñòå íà ñëåäå£è íà÷èí:
• çà äîêàçèâà»å òåîðåìà èç ïðâèõ jåäàíàåñò ïîãëàâ§à ïðîñëå¢ójåìî àêñèîìå
A1-A9 äîêàçèâà÷èìà; çà äîêàçèâà»å òåîðåìà èç ïîãëàâ§à 12 ïðîñëå¢ójåìî
è àêñèîìó A10. Àêñèîìà A11 íèjå êîðèø£åíà.
• àêñèîìå íàðåäíîã îáëèêà: ∀~x(R(~x)∧R(~x)⇒ ⊥), ∀~x(R(~x)∨R(~x)), ñå äîäàjó
çà ñâå ïðèìèòèâíå è äåôèíèñàíå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå R.
Ïðèìåíîì îâîã ïîòïóíî àóòîìàòñêîã ïðèñòóïà, îä óêóïíî 238 òåîðåìà, 114
(48%) jå äîêàçàíî îä ñòðàíå (áàð jåäíîã) ðåçîëóöèjñêîã äîêàçèâà÷à, 87 (37%)
»èõ jå äîêàçàíî îä ñòðàíå äîêàçèâà÷à ArgoCLP, à çà »èõ 41 (17%) ñó äîêàçàíå
(îä ñòðàíå ArgoCLP-à) è ñâå òåîðåìå è ëåìå êîðèø£åíå ó äîêàçó. Äåòà§íå
èíôîðìàöèjå ïî ïîãëàâ§èìà ñå íàëàçå ó òàáåëè ?? è ïðèêàçàíå ñó íà ñëèöè 6.3.
Àóòîìàòèçàöèjà ñà èìïëèöèòíèì íàâî¢å»åì (ñà ïðîøèðåíèì ñêóïîì
ëåìà).
Ó îêâèðó äðóãîã åêñïåðèìåíòà, ñêóï òåîðåìà jå ïðîøèðåí ëåìàìà êîjå ñó
óâåäåíå ó îêâèðó Coq ôîðìàëèçàöèjå. Ðàçëîã çà ñïðîâî¢å»å îâîã åêñïåðèìåíòà
ëåæè ó ïðåòïîñòàâöè äà £å äîäàòíå ëåìå áèòè ëàêøå çà äîêàçèâà»å îä
îðèãèíàëíèõ òåîðåìà, è äà £å ïðîöåñ äîêàçèâà»à ñàìèõ òåîðåìà áèòè
jåäíîñòàâíèjè êàäà ñå äîêàçèâà÷èìà ïðåäàjó è äîäàòíå ëåìå. Îâàj åêñïåðèìåíò
ñèìóëèðà èíòåðàêöèjó èçìå¢ó ìàòåìàòè÷àðà è ðà÷óíàðà: ìàòåìàòè÷àð ãðàäè
òåîðèjó, ôîðìóëèøå äîäàòíå ëåìå êàäà jå ïîòðåáíî è ïîêóøàâà äà äîêàæå
ëåìå/òåîðåìå ïðâî àóòîìàòñêè, à àêî òî íå óñïå, îíäà ðó÷íî. Îâàj è
íàðåäíè åêñïåðèìåíò íàçèâàìî àóòîìàòèçàöèjà ñà íàâî¢å»åì, jåð Coq ëåìå
ìîãëî êîðèñòèòè çà ôîðìàëèçàöèjó êîjà íå áè áèëà èíòåðàêòèâíà. Çà èíòåðàêòèâíî îêðóæå»å
ìîãëî áè ñå êîðèñòèòè ìà»å âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å ñ îáçèðîì äà jå ñèñòåì ïðèìåí§èâ è çà
âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å îä 60 ñåêóíäè: 84% òâð¢å»à êîjà ñå äîêàçójó îä ñòðàíå äîêàçèâà÷à
ArgoCLP ñà âðåìåíñêèì îãðàíè÷å»åì îä 1000 ñåêóíäè ñå äîêàçójó è óíóòàð âðåìåíñêîã îãðà-
íè÷å»à îä 60 ñåêóíäè.
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Òàáåëà 6.1: Áðîj äîêàçàíèõ òåîðåìà ó íàøåì ñèñòåìó (îñíîâíè ñïèñàê), áðîj
äîêàçàíèõ òåîðåìà êàäà ñå äîäàjó ëåìå èç Coq ôîðìàëèçàöèjå (ïðîøèðåíè
ñïèñàê), áðîj äîêàçàíèõ òåîðåìà êîðèñòå£è ëèñòå çàâèñíîñòè äîáèjåíå íà
îñíîâó äîêàçà ó Coq ôîðìàëèçàöèjè (ëèñòå çàâèñíîñòè). Çà ñâàêó êàòåãîðèjó,
'ðä' îçíà÷àâà êîëîíó ñà òåîðåìàìà êîjå jå äîêàçàî áàð jåäàí ðåçîëóöèjñêè
äîêàçèâà÷, 'àðãî' îçíà÷àâà êîëîíó ñà òåîðåìàìa êîjå jå äîêàçàî äîêàçèâà÷
ArgoCLP, a 'ñâå' îçíà÷àâà êîëîíó ñà òåîðåìàìà êîjå ñó äîêàçàíå è ÷èjå ñó ñâå
ëåìå è òåîðåìå êîjå ñå ïîjàâ§ójó ó äîêàçó òàêî¢å äîêàçàíå.
Ïîãëàâ§å áðîj îñíîâíè ñïèñàê ïðîøèðåíè ñïèñàê ëèñòå çàâèñíîñòè
òåîðåìà ðä àðãî ñâå ðä àðãî ñâå ðä àðãî ñâå
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 8 8 6 6 7 6 6 8 7 7
3 19 18 14 7 18 14 7 18 15 13
4 12 5 5 2 5 5 2 7 5 2
5 13 6 5 2 6 6 2 9 6 2
6 27 23 16 8 24 16 8 23 14 9
7 23 18 17 8 18 17 8 19 17 11
8 28 11 9 2 15 10 2 19 8 2
9 20 11 7 4 10 6 4 9 5 4
10 14 5 4 1 9 7 1 9 7 1
11 56 7 3 0 13 8 0 24 8 0
12 18 2 1 1 5 4 1 5 3 1
óêóïíî 238 114 87 41 130 99 41 150 95 52
ïðîöåíàò 100 48% 37% 17% 55% 42% 17% 63% 40% 22%
äîäàòíå ëåìå 218 137 88 27 147 76 38
óêóïíî 456 267 187 68 297 171 90
ïðîöåíàò 100 59% 41% 15% 65% 38% 20%
êîjå ñó ôîðìóëèñàëè ìàòåìàòè÷àðè ñìàòðàìî âðñòîì äîäàòíèõ èíôîðìàöèjà çà
íàâî¢å»å àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à. Îâàj åêñïåðèìåíò çîâåìî àóòîìàòèçàöèjà ñà
èìïëèöèòíèì íàâî¢å»åì jåð ñó ðåçîëóöèjñêè äîêàçèâà÷è äîáèjàëè êîìïëåòàí
ñêóï àêñèîìà, òåîðåìà è ëåìà êîðèø£åíèõ ó ôîðìàëèçàöèjè, à íå ñàìî
àêñèîìå/ëåìå/òåîðåìå êîjå ñó êîðèø£åíå ó ïîñòîjå£èì äîêàçèìà (êàî øòî jå
óðà¢åíî ó íàðåäíîì åêñïåðèìåíòó).
Îâàj åêñïåðèìåíò jå èçâåäåí ó èñòèì óñëîâèìà êàî è ïðåòõîäíè. Îâèì
ïðèñòóïîì, îä 238 òåîðåìà, 130 (55%) »èõ jå äîêàçàíî îä ñòðàíå (áàð jåäíîã)
ðåçîëóöèjñêîã äîêàçèâà÷à, »èõ 99 (42%) jå íàêîí òîãà äîêàçàíî îä ñòðàíå
äîêàçèâà÷à ArgoCLP, è çà »èõ 41 (17%) ñâå òåîðåìå è ëåìå êîðèø£åíå
ó »èõîâîì äîêàçó ñó òàêî¢å äîêàçàíå îä ñòðàíå äîêàçèâà÷à ArgoCLP. Àêî
ïîñìàòðàìî ðåçóëòàòå ñàìî íà ëåìàìà êîjå ñó ïðåóçåòå èç Coq ôîðìàëèçàöèjå,
ðåçóëòàòè ñó ñëè÷íè çà ñâèõ 218 ëåìà: 137/88/27, øòî óêóïíî ãëåäàíî (êàäà ñå
ïîñìàòðàjó òåîðåìå èç ê»èãå çàjåäíî ñà ëåìàìà èç Coq ôîðìàëèçàöèjå) äàjå 456
ëåìà/òåîðåìà è ðåçóëòàòå: 267/187/68. Äåòà§íå èíôîðìàöèjå (ïî ïîãëàâ§èìà)
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Teoreme iz knjige Tarskog
Teoreme dokazane od strane rezolucijskih dokazivaca
Teoreme dokazane od strane dokazivaca ArgoCLP
Teoreme cije su sve premise dokazane






Ñëèêà 6.3: Áðîj òåîðåìà äîêàçàíèõ ïîòïóíî àóòîìàòñêèì ïðèñòóïîì.
Teoreme iz knjige Tarskog
Teoreme dokazane od strane rezolucijskih dokazivaca
Teoreme dokazane od strane dokazivaca ArgoCLP
Teoreme cije su sve premise dokazane






Ñëèêà 6.4: Áðîj òåîðåìà äîêàçàíèõ êîðèñòå£è ñïèñàê äîäàòíèõ ëåìà äîáèjåíèõ
èç Coq ôîðìàëèçàöèjå.
ñå ìîãó íà£è ó òàáåëè ?? è ïðèêàçàíè ñó íà ñëèöè 6.4.
Àóòîìàòèçàöèjà ñà åêñïëèöèòíèì íàâî¢å»åì (àóòîìàòèçàöèjà ñà
ëèñòàìà çàâèñíîñòè).
Ó òðå£åì åêñïåðèìåíòó, ïðèëèêîì äîêàçèâà»à êîíêðåòíå òåîðåìå êîðè-
ñòè ñå ñàìî ñïèñàê ëåìà è òåîðåìà êîjè ñå íàëàçè ó äîêàçó òîã òâð¢å»à ó
îêâèðó ïîñòîjå£å Coq ôîðìàëèçàöèjå (äîáèjåí íà îñíîâó ëèñòà çàâèñíîñòè).
Îâàj åêñïåðèìåíò ñèìóëèðà äîêàçèâà»å òåîðåìå ó ñëó÷àjó êàäà jå ïîçíàòî êîjå
ëåìå ñó ðåëåâàíòíå àëè ïðîöåñ ãåíåðèñà»à ôîðìàëíîã, ìàøèíñêè ïðîâåðèâîã,
äîêàçà íèjå òðèâèjàëàí. Îâà ñèòóàöèjà ñå âåîìà ÷åñòî ñðå£å ó ïðàêñè. ×åñòî
äîêàçè òåîðåìà äàòè ó ê»èãàìà âèøå îäãîâàðàjó ñêèöè äîêàçà íåãî ïðàâîì
äîêàçó ôîðìàëíî ãëåäàíî. Òàêî¢å, ìîæå ñå äåñèòè äà ìàòåìàòè÷àð èìà èäåjó
î äîêàçó òåîðåìå è ìîæå äà ïðåòïîñòàâè êîjå ëåìå £å êîðèñòèòè ó äîêàçó. Ó
îâîì åêñïåðèìåíòó, èíèöèjàëíî ñó êîðèø£åíå ñàìî äåôèíèöèjå è ëåìå/òåîðåìå
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Teoreme iz knjige Tarskog
Teoreme dokazane od strane rezolucijskih dokazivaca
Teoreme dokazane od strane dokazivaca ArgoCLP
Teoreme cije su sve premise dokazane






Ñëèêà 6.5: Áðîj òåîðåìà äîêàçàíèõ êîðèñòå£è ñïèñàê äîäàòíèõ ëåìà è ëèñòå
çàâèñíîñòè äîáèjåíå èç Coq ôîðìàëèçàöèjå.
íàâåäåíå ó ëèñòàìà çàâèñíîñòè è ñâå àêñèîìå óê§ó÷ójó£è è àêñèîìå îáëèêà
∀~x(R(~x) ∧R(~x)⇒ ⊥), çà ñâå ïðèìèòèâíå è äåôèíèñàíå ïðåäèêàòñêå ñèìáîëå R
(ó ñëó÷àjó äà ïðîöåñ äîêàçèâà»à íå áóäå óñïåøàí, îâàj ñêóï ñå ìîæå ïðîøèðèòè
ñâèì äåôèíèöèjàìà êîjå ïðåòõîäå òâð¢å»ó êîjå ñå äîêàçójå).
Îâèì ïðèñòóïîì ñå îä 238 òåîðåìà äîêàçójå »èõ 150 (63%) îä ñòðàíå (áàð
jåäíîã) ðåçîëóöèjñêîã äîêàçèâà÷à, »èõ 95 (40%) ñå íàêîí òîãà äîêàçójå îä ñòðàíå
ArgoCLP äîêàçèâà÷à, è çà »èõ 52 (22%) ñâå òåîðåìå è ëåìå êîðèø£åíå ó äîêàçó
ñó òàêî¢å äîêàçàíå îä ñòðàíå äîêàçèâà÷à ArgoCLP. Êàäà ñå ïîñìàòðàjó ñàìî
ëåìå ïðåóçåòå èç Coq ôîðìàëèçàöèjå, ðåçóëòàòè ñó ñëè÷íè çà ñâèõ 218 ëåìà:
147/76/38, øòî óêóïíî äàjå 456 ëåìà/òåîðåìà ñà ðåçóëòàòèìà: 297/171/90.
Äåòà§íå èíôîðìàöèjå (ïî ïîãëàâ§èìà) ñå ìîãó âèäåòè ó òàáåëè ?? è ïðèêàçàíè
ñó íà ñëèöè 6.5.
Äèñêóñèjà.
Ñïðîâåäåíè åêñïåðèìåíòè jàñíî ïîêàçójó äà ñå àóòîìàòñêè äîêàçèâà÷è
òåîðåìà ìîãó óñïåøíî êîðèñòèòè çà äîêàçèâà»å çíà÷àjíîã äåëà òâð¢å»à ó òîêó
ïðîöåñà ôîðìàëèçàöèjå îäðå¢åíå òåîðèjå. Òàêî¢å, êîðèø£å»å äîäàòíèõ ëåìà
(äîáèjåíèõ èç èíòåðàêòèâíå ôîðìàëèçàöèjå êîjå ñó íàïðàâèëè ìàòåìàòè÷àðè)
ïîâå£àâà ïåðôîðìàíñå àóòîìàòñêèõ äîêàçèâà÷à øòî è íèjå èçíåíà¢ójó£å.
Òàêî¢å íèjå èçíåíà¢ójó£å äà ñå êîðèø£å»åì ëèñòè çàâèñíîñòè (äîáèjåíèõ èç Coq
ôîðìàëèçàöèjå) íåçíàòíî ïîâå£àâà óñïåøíîñò ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à. Îíî
øòî jåñòå èçíåíà¢å»å jå äà êîõåðåíòíè äîêàçèâà÷ ArgoCLP áåëåæè áëàãè ïàä
ó áðîjó äîêàçàíèõ òåîðåìà (95) êàäà ñå ïîçèâà ñà òèì ëèñòàìà çàâèñíîñòè (êîjå
ñó ïðâî ïðîñëå¢åíå ðåçîëóöèjñêèì äîêàçèâà÷èìà) íàñïðàì êîðèø£å»à ëèñòè
çàâèñíîñòè îòêðèâåíèõ îä ñòðàíå ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à (99). Äåòà§íèjèì
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óâèäîì ó äîáèjåíå ïîäàòêå ïðèìå£ójå ñå äà ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà ëèñòå
çàâèñíîñòè äîáèjåíå èç Coq ôîðìàëèçàöèjå ñàäðæå âèøå ëåìà íåãî äîêàçè
ïðîíà¢åíè îä ñòðàíå ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à. Îâè ðåçóëòàòè íàãîâåøòàâàjó
äà ðåçîëóöèjñêè äîêàçèâà÷è ìîãó áèòè èñêîðèø£åíè äà ïðîíà¢ó êðà£å,
àëòåðíàòèâíå äîêàçå êîjè áè ïîjåäíîñòàâèëè íåêå èíòåðàêòèâíå äîêàçå.
Ukupan broj teorema

















Ñëèêà 6.6: Áðîj òåîðåìà äîêàçàíèõ óç ïîìî£ äîêàçèâà÷à ArgoCLP êàäà ñå
êîðèñòå äîäàòíå ëåìå, íàñïðàì äóæèíå îäãîâàðàjó£èõ Coq äîêàçà.
Êàäà ñå ïîñìàòðà ñàìî óòðîøåíî âðåìå íà ñïðîâî¢å»å åêñïåðèìåíòà,
íàjìà»å âðåìåíñêè çàõòåâàí jå áèî òðå£è åêñïåðèìåíò. Îâî íèjå èçíåíà¢ójó£å ñ
îáçèðîì äà ñó äîêàçèâà÷è ðàäèëè ñà ìàëèì ñêóïîâèìà ïðåìèñà. Îâàj ðåçóëòàò
ïîêàçójå ïðàêòè÷íîñò îâîã ïðèñòóïà, ó ñëó÷àjåâèìà äà ïîñòîjå óñëîâè çà »åãîâó
ïðèìåíó.
Ïîñìàòðàjó£è òåæèíó äîêàçàíèõ òåîðåìà íàø ñèñòåì ïîêàçójå áî§å
ðåçóëòàòå íà jåäíîñòàâíèì òåîðåìàìà (ò.j., íà òåîðåìàìà ñà êðà£èì äîêàçèìà ó
îêâèðó Coq ôîðìàëèçàöèjå), êàî øòî jå è î÷åêèâàíî. Íà ñëèöè 6.6 jå ïðèêàçàí
ïðîöåíàò òåîðåìà äîêàçàíèõ îä ñòðàíå äîêàçèâà÷à ArgoCLP êàäà ñå êîðèñòå
äîäàòíå ëåìå íàñïðàì äóæèíà îäãîâàðàjó£èõ Coq äîêàçà.
Ó ïðèêàçàíèì ðåçóëòàòèìà ìîæå ñå âèäåòè ïðîöåíàò äîêàçàíèõ òåîðåìà ó
ñëó÷àjó äà ñó äîêàçàíå, êàî è êàäà íèñó äîêàçàíå, ñâå ëåìå êîjå ñå êîðèñòå ó
äîêàçó. Èàêî ìîæå äåëîâàòè äà ñó êîðèñíè ñàìî îíè äîêàçè ó êîjèìà ñó äîêàçàíå
ñâå ïîìî£íå ëåìå, ìè ñìàòðàìî äà ñó è ñëó÷àjåâè êàäà íèñó ñâå ïîìî£íå
ëåìå äîêàçàíå óïîòðåá§èâè ó ïðàêñè. Òè ðåçóëòàòè áî§å îñëèêàâàjó ïîòðåáó
çà èíòåðâåíöèjîì îä ñòðàíå ìàòåìàòè÷àðà êîjè ðåøàâà ïðîáëåì è ïðàêòè÷íî
îïèñójó ñèòóàöèjó ó êîjîj ìàòåìàòè÷àð ôîðìàëèçójå îäðå¢åíó òåîðèjó êðîç
èíòåãðàöèjó àóòîìàòñêèõ è èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà. Ïðèëèêîì
ôîðìàëèçàöèjå òåîðèjå, òåîðåìå ñå äîêàçójó ðåäîì, jåäíà ïî jåäíà. Çà ñâàêó
òåîðåìó ïðâî áè ñå ïîêóøàëî äîáèjà»å äîêàçà ïîòïóíî àóòîìàòñêè (êîðèñòå£è
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ñâå ïðåòõîäíå àêñèîìå è òåîðåìå) à ó ñëó÷àjó äà òî íå óñïå ìàòåìàòè÷àð áè
ìîãàî ñàì äà êîìïëåòèðà äîêàç. Íà òàj íà÷èí ïðèëèêîì äîêàçèâà»à íàðåäíå
òåîðåìå ñâå ïðåìèñå áè âå£ áèëå äîêàçàíå.
6.2 Ãåîìåòðèjà Õèëáåðòà
Õèëáåðòîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì jå íàj÷åø£å êîðèø£åí àêñèîìàòñêè ñèñòåì
êîjè ñå ó Ñðáèjè îáðà¢ójå ó îêâèðó ñðåä»îøêîëñêå ãåîìåòðèjå, âå£ ó ïðâîì
ðàçðåäó ñðåä»å øêîëå, à êàñíèjå ïîíîâî è íà ôàêóëòåòó. Ñðåä»îøêîëñêà
ãåîìåòðèjà, îäíîñíî òåîðåìå êîjå ñå ó îêâèðó »å äîêàçójó, ñå ÷åñòî ñìàòðà
jåäíîñòàâíîì è äîêàçè òèõ òåîðåìà ñå íàj÷åø£å íàâîäå ñà âðëî ìàëî èíôîðìà-
öèjà ó »èìà. Îñèì òîãà, ó ó¶áåíèöèìà çà ìàòåìàòèêó, ðåøå»à çàäàòàêà ÷åñòî
íèñó ïîòïóíà âå£ ñàìî ñàäðæå óïóòñòâî çà ðåøàâà»å. Ó òàêâèì ñëó÷àjåâèìà
ñèñòåì ArgoGeoChecker ìîæå áèòè âåîìà êîðèñòàí.
Çíàòàí äåî àêñèîìà è òåîðåìà êîjå ñå îáðà¢ójó ó îêâèðó ãåîìåòðèjå ó
ñðåä»îj øêîëè ïðèïàäà êîõåðåíòíîj ëîãèöè. Îòóäà ñå ó âåëèêîì áðîjó ñëó÷àjåâà
òåîðåìå è »èõîâè äîêàçè ìîãó çàïèñàòè ó îêâèðó îâîã ñèñòåìà áåç èêàêâèõ
èçìåíà. Ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà ñó äîêàçè ÷àê ó ïîòïóíîñòè èçîñòàâ§åíè ïà ñå
ñèñòåìó ïðåäàjå ñàìà òåîðåìà. Ó ñëó÷àjó äà òâð¢å»å òåîðåìå èçëàçè èç îê-
âèðà êîõåðåíòíå ëîãèêå, ó íàjâå£åì áðîjó ñëó÷àjåâà îíî ñå ìîæå ëàêî ïðåâåñòè ó
ìàëè áðîj ôîðìóëà êîjå ïðèïàäàjó êîõåðåíòíîj ëîãèöè. Íà ïðèìåð, íåêå òåîðåìå
ñàäðæå òâð¢å»à òèïà "ïîñòîjè ñàìî jåäíà òà÷êà" øòî jå òâð¢å»å êîjå ñå íå ìîæå
çàïèñàòè ñàìî jåäíîì ôîðìóëîì êîõåðåíòíå ëîãèêå. Ìå¢óòèì, äîêàçè òàêâèõ
òåîðåìà ñå îáè÷íî èçâîäå èç äâà äåëà. Ïðâî ñå ïîêàæå äà îäðå¢åíè îájåêàò ïî-
ñòîjè, à çàòèì äà íå ìîãó ïîñòîjàòè äâà òàêâà îájåêòà. Óïðàâî îâàêâîì ïîäåëîì
òåîðåìå è »åíîã äîêàçà äîáèjàìî òâð¢å»à êîjà ïðèïàäàjó êîõåðåíòíîj ëîãèöè è
êîjà ñå ìîãó çàïèñàòè ó îêâèðó îâîã ñèñòåìà.
6.2.1 Àêñèîìàòñêè ñèñòåì
Ó íàñòàâêó òåêñòà íàâåäåíå ñó ïðâå äâå ãðóïå àêñèîìà Õèëáåðòîâîã
àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà, àêñèîìå ïðèïàäà»à è àêñèîìå ðàñïîðåäà.
Ïðâà ãðóïà Õèëáåðòîâèõ àêñèîìà
I1 Çà ñâàêå äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå ïîñòîjè ïðàâà êîjà èõ ñàäðæè.
I2 Çà ñâàêå äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå íå ïîñòîjè âèøå îä jåäíå ïðàâå êîjà èõ ñàäðæè.
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I3a Ïîñòîjå áàð äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå íà ïðàâè.
I3b Ïîñòîjå áàð òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå.
I4a Çà ñâàêå òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå ïîñòîjè ðàâàí êîjà èõ ñàäðæè.
I4b Çà ñâàêó ðàâàí ïîñòîjè òà÷êà êîjà jîj ïðèïàäà.
I5 Çà òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå ïîñòîjè íàjâèøå jåäíà ðàâàí êîjà èõ ñàäðæè.
I6 Àêî äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå ïðàâå ïðèïàäàjó ðàâíè îíäà ñâàêà òà÷êà òå ïðàâå
ïðèïàäà òîj ðàâíè.
I7 Àêî äâå ðàâíè èìàjó jåäíó çàjåäíè÷êó òà÷êó îíäà èìàjó áàð jîø jåäíó
çàjåäíè÷êó òà÷êó.
I8 Ïîñòîjå ÷åòèðè íåêîìïëàíàðíå òà÷êå.
Äðóãà ãðóïà Õèëáåðòîâèõ àêñèîìà
II1 Àêî jå òà÷êà B èçìå¢ó òà÷àêà A è C îíäà ñó òà÷êå A, B è C òðè ðàçëè÷èòå
êîëèíåàðíå òà÷êå è òà÷êà B jå èçìå¢ó òà÷àêà C è A.
II2 Àêî ñó A è B äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå, îíäà ïîñòîjè òà÷êà C òàêâà äà jå òà÷êà
B èçìå¢ó òà÷àêà A è C.
II3 Àêî jå òà÷êà B èçìå¢ó òà÷àêà A è C òàäà òà÷êà C íèjå èçìå¢ó òà÷àêà A è
B íèòè jå òà÷êà A èçìå¢ó òà÷àêà B è C.
II4 (Ïàøîâà àêñèîìà) Àêî ñó A, B è C òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå è L ïðàâà ðàâíè
ABC êîjà íå ñàäðæè òà÷êó A è ñå÷å ïðàâó BC ó òà÷êè P òàêâîj äà jå òà÷êà
P èçìå¢ó òà÷àêà B è C, òàäà ïðàâà L ñå÷å èëè ïðàâó AC ó òà÷êè Q òàêâîj
äà jå òà÷êà Q èçìå¢ó òà÷àêà A è C èëè ïðàâó AB ó òà÷êè R òàêâîj äà jå
òà÷êà R èçìå¢ó òà÷àêà A è B.
6.2.2 Ïðèìåíà ñèñòåìà çà ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ
äîêàçà
Ðàä ñèñòåìà ArgoGeoChecker jå àíàëèçèðàí íàä îñàìíàåñò òåîðåìà è
çàäàòàêà èç ó¶áåíèêà çà ïðâè ðàçðåä ñðåä»å øêîëå [31, 64, 84]. Êîðèø£åíå ñó
ïðâå äâå ãðóïå Õèëáåðòîâèõ àêñèîìà. Ó äîäàòêó B ñå íàëàçå àêñèîìå çàïèñàíå ó
TPTP ôîðìàòó íàêîí òðàíñôîðìàöèjå ó êîõåðåíòíó ëîãèêó. Ó íàñòàâêó òåêñòà
ïðèêàçàí jå jåäàí çàäàòàê è »åãîâî ðåøå»å èç ê»èãå ½Ìàòåìàòèêà çà I ðàçðåä
100
6.2 Ãåîìåòðèjà Õèëáåðòà
ñðåä»å øêîëå [31], »åãîâ íåôîðìàëíè äîêàç (çàïèñàí íà ïðèðîäíîì jåçèêó è ó
ñèíòàêñè ñèñòåìà) è èçëàç êîjè ñå äîáèjà ïîêðåòà»åì ñèñòåìà ArgoGeoChecker.
Çàäàòàê 1 Äàòà jå ïðàâà p è âàí »å òà÷êà A. Äîêàçàòè äà ñâå ïðàâå êîjå ñàäðæå
òà÷êó A è ñåêó ïðàâó p ïðèïàäàjó jåäíîj ðàâíè.
Ðåøå»å
Óïóòñòâî: Äîêàçàòè äà ñâå îâå ïðàâå ïðèïàäàjó ðàâíè îäðå¢åíîj òà÷êîì A è
ïðàâîì p.
Íà îñíîâó óïóòñòâà äàòîã ó ðåøå»ó ìîæå ñå çàïèñàòè ñëåäå£è íåôîðìàëíè
äîêàç:
Äàòà jå ïðàâà p è âàí »å òà÷êà A è ïðàâà q êîjà ñàäðæè òà÷êó A è ñå÷å ïðàâó p.
Ïîñòîjè ðàâàí R îäðå¢åíà òà÷êîì A è ïðàâîì p.
Ïðàâà q ïðèïàäà ðàâíè R.
Êàäà ñå îâàj äîêàç çàïèøå ó ñèíòàêñè êîjà jå ïîäðæàíà ñèñòåìîì äîáèjà ñå
íàðåäíè íèç ôîðìóëà. Îâàj íèç ôîðìóëà ïðåäñòàâ§à óëàç ó ñèñòåì.
! [P,A,Q] : (line(P) & point(A) & ninc_po_l(A,P) & line(Q) & inc_po_l(A,Q) & int_l_l(P,Q))
? [R] : (plane(R) & inc_po_pl(A,R) & inc_l_pl(P,R))
(inc_l_pl(Q,R))
Ïðèëèêîì ïðîâåðàâà»à îâîã ðåøå»à êîðèñòå ñå àêñèîìå ïðèïàäà»à. Ó
íàñòàâêó òåêñòà ïðèêàçàí jå àóòîìàòñêè ãåíåðèñàí äîêóìåíò (àðãóìåíòè èñ-
ïðàâíîñòè äîêàçà) çàïèñàí íà ñðïñêîì jåçèêó.
Teorema 6.1 (th 11 01.) Pod pretpostavkom da vazi A 6∈ p i A ∈ q i
prave p i q se seku pokazati da postoji ravan α tako da vazi A ∈ α i p ∈ α.
Dokaz:
1. Postoje tacka B i tacka C tako da vazi B 6= C i B ∈ p i C ∈ p (aksioma I3a).
2. Na osnovu cinjenica B 6= C i B ∈ p i C ∈ p i A 6∈ p vazi ¬col(B,C,A) (aksioma
D1a).
3. Na osnovu cinjenice ¬col(B,C,A) vazi ¬col(C,A,B) (aksioma sym ncol1).
4. Na osnovu cinjenice ¬col(C,A,B) vazi ¬col(A,B,C) (aksioma sym ncol1).
5. Na osnovu cinjenice ¬col(A,B,C) postoji ravan α tako da vazi A ∈ α i B ∈ α i
C ∈ α (aksioma I4a).
6. Na osnovu cinjenica B 6= C i B ∈ p i C ∈ p i B ∈ α i C ∈ α vazi p ∈ α (aksioma
I6).




Teorema 6.2 (th 11 02.) Pod pretpostavkom da vazi A 6∈ p i A ∈ q i
prave p i q se seku i A ∈ α i p ∈ α pokazati da vazi q ∈ α.
Dokaz:
1. Na osnovu cinjenice prave p i q se seku postoji tacka B tako da vazi p 6= q i
B ∈ p i B ∈ q (aksioma D6).
2. Na osnovu cinjenica p ∈ α i B ∈ p vazi B ∈ α (aksioma D11).
3. Vazi A = B ili A 6= B.
4. Pretpostavimo da vazi: A = B.
5. Na osnovu cinjenica B ∈ p i A = B vazi A ∈ p.
6. Na osnovu cinjenica A 6∈ p i A ∈ p dobijamo kontradikciju.
7. Pretpostavimo da vazi: A 6= B.
8. Na osnovu cinjenica A 6= B i A ∈ q i B ∈ q i A ∈ α i B ∈ α vazi q ∈ α
(aksioma I6).
9. Zakljucak teoreme sledi iz cinjenice q ∈ α.
10. Teorema je dokazana u svim slucajevima.
QED
Òåîðåìå íàä êîjèìà jå ñèñòåì ArgoGeoChecker ïðèìå»åí äàòå ñó ó íàðåäíîj
ëèñòè. Íåôîðìàëíè äîêàçè òåîðåìà è àóòîìàòñêè ãåíåðèñàíè ôîðìàëíè
àðãóìåíòè èñïðàâíîñòè äîêàçà, êàî è äîêóìåíòè çàïèñàíè íà ñðïñêîì è
åíãëåñêîì jåçèêó ñå íàëàçå íà èíòåðíåòó10.
Òåîðåìà 1: Àêî òà÷êà A íå ïðèïàäà ïðàâîj p, òàäà ïîñòîjè ðàâàí êîjà ñàäðæè
òà÷êó A è ïðàâó p.
Òåîðåìà 2: Àêî òà÷êà A íå ïðèïàäà ïðàâîj p, è àêî ïîñòîjå äâå ðàâíè êîjå
ñàäðæå òà÷êó A è ïðàâó p, òàäà ñó òå äâå ðàâíè èäåíòè÷íå.
Òåîðåìà 3: Àêî äâå ðàçíå ðàâíè èìàjó çàjåäíè÷êó òà÷êó òàäà jå »èõîâ ïðåñåê
ïðàâà.
Òåîðåìà 4: Àêî äâå ðàçíå ðàâíè èìàjó çàjåäíè÷êó ïðàâó, òàäà íåìàjó
çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà âàí òå ïðàâå.
Òåîðåìà 5: Àêî ñó A, B, C òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå, äîêàçàòè äà ñó ñâàêå äâå
îä òå òðè òà÷êå ðàçëè÷èòå.
Òåîðåìà 6: Àêî ñó p, q, r òðè ðàçíå ïðàâå îä êîjèõ ñå ñâàêå äâå ïðàâå ñåêó,





Òåîðåìà 7: Çà ñâàêå äâå ðàçíå òà÷êå A è B ïîñòîjè òà÷êà C òàêâà äà âàæè
ðàñïîðåä A-C-B.
Òåîðåìà 8: Àêî ñó P, Q, R óíóòðàø»å òà÷êå èâèöà BC, AC, AB íåêîã òðîóãëà,
äîêàçàòè äà ñó îíå íåêîëèíåàðíå.
Òåîðåìà 9: Íåêà ñó a è b äâå ðàçëè÷èòå ïðàâå. Äîêàçàòè äà îíå èìàjó íàjâèøå
jåäíó çàjåäíè÷êó òà÷êó.
Òåîðåìà 10: Äàòå ñó ðàâàí α è òà÷êà A âàí ðàâíè. Äîêàçàòè äà ïðàâà p, êîjà
ñàäðæè òà÷êó A, íå ìîæå èìàòè ñà ðàâíè α âèøå îä jåäíå çàjåäíè÷êå òà÷êå.
Òåîðåìà 11: Äàòà jå ïðàâà p è âàí »å òà÷êà A. Äîêàçàòè äà ñâå ïðàâå êîjå
ñàäðæå òà÷êó A è ñåêó ïðàâó p ïðèïàäàjó jåäíîj ðàâíè.
Òåîðåìà 12: Äàòå ñó ðàçëè÷èòå ïðàâå a è b è òà÷êà M âàí »èõ. Àêî ïîñòîjå
äâå ðàçëè÷èòå ïðàâå m è n, êîjå ñàäðæå òà÷êó M è ñåêó îáå ïðàâå a è b, òàäà
ïðàâå a è b ïðèïàäàjó jåäíîj ðàâíè. Äîêàçàòè.
Òåîðåìà 13: Äàò jå ñêóï òà÷àêà A, B, C, D ãäå òà÷êà C ïðèïàäà ïðàâoj AB.
Äîêàçàòè äà ñå ðàâíè ABD è ACD ïîêëàïàjó.
Òåîðåìà 14: Âàí ðàâíè α äàòå ñó òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå A, B, C òàêâå äà ñå
ïðàâà AB è ðàâàí α ñåêó ó òà÷êè M, ïðàâà BC è ðàâàí α ñåêó ó òà÷êè N è ïðàâà
AC è ðàâàí α ñåêó ó òà÷êè P. Äîêàçàòè äà ñó òà÷êå M, N è P êîëèíåàðíå.
Òåîðåìà 15: Àêî âàæè ðàñïîðåä A-B-C è A-D-C, îíäà ñó A, B, C, D òà÷êå
jåäíå ïðàâå è íå âàæè ðàñïîðåä B-A-D.
Òåîðåìà 16: Àêî ñó O, A, B, C òà÷êå jåäíå ïðàâå è àêî âàæè ðàñïîðåä A-O-B
è A-O-C îíäà íå âàæè ðàñïîðåä B-O-C.
Òåîðåìà 17: Àêî âàæè ðàñïîðåä A-O-B è B-O-C è C-O-D, îíäà ñó òà÷êå O, A,
B, C è D òà÷êå jåäíå ïðàâå è âàæè ðàñïîðåä A-O-D.
Òåîðåìà 18: Àêî âàæè ðàñïîðåä A-B-C è A-C-D, îíäà ñó A, B, C è D òà÷êå
jåäíå ïðàâå è âàæè ðàñïîðåä A-B-D è B-C-D.
Ó òàáåëè 6.2 ñó ïðèêàçàíè ðåçóëòàòè äîáèjåíè ïðèëèêîì òåñòèðà»à îâîã ñè-
ñòåìà. Ñèñòåì jå òåñòèðàí íà ñèñòåìó 48 AMD Opteron(tm) Processor 6168. Ó
òîêó ïðîâåðàâà»à íåôîðìàëíîã äîêàçà òåîðåìå ñâàêè êîðàê äîêàçà ñå ïðîâåðàâà
íåçàâèñíî îä îñòàëèõ. Âðåìåíñêî îãðàíè÷å»å îä 60 ñåêóíäè ïî êîðàêó jå
êîðèø£åíî ó ñâèì ïðîãðàìèìà çà äîêàçèâà»å òåîðåìà.
Ñèñòåì ArgoGeoChecker jå ãåíåðèñàî êîìïëåòíå ôîðìàëíå àðãóìåíòå èñïðàâ-
íîñòè äîêàçà çà 9 îä 18 òåîðåìà. Êàäà ñå ïîñìàòðà óêóïàí áðîj êîðàêà ó ñâèì
òåîðåìàìà, ñèñòåì jå óñïåøíî äîêàçàî 51 îä óêóïíî 65 êîðàêà, îäíîñíî 78%
êîðàêà. Ñ îáçèðîì äà îâàj ñèñòåì ïðîâåðàâà ïîjåäèíà÷íå êîðàêå äîêàçà îâà
ìåðà áî§å îñëèêàâà óñïåøíîñò îâîã ïðèñòóïà. Ïðîñå÷íî âðåìå ïðîâåðå äîêàçà
òåîðåìå è ãåíåðèñà»à ôîðìàëíèõ àðãóìåíàòà èñïðàâíîñòè äîêàçà ó jåçèöèìà
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Ðåäíè áðîj Áðîj êîðàêà Äîêàçàíèõ Äîêàçàíèõ Âðåìå
òåîðåìå ó äîêàçó Vampire, E ArgoCLP (ó ñåêóíäàìà)
1 4 4 4 9
2 4 4 4 8
3 3 3 3 8
4 4 4 4 82
5 1 1 1 16
6 2 2 2 8
7 16 13 13 136
8 1 0 0 127
9 1 1 1 7
10 1 1 1 8
11 2 2 2 73
12 6 6 5 173
13 4 3 2 128
14 8 7 6 145
15 2 1 1 128
16 1 0 0 127
17 2 1 1 134
18 3 1 1 128
Òàáåëà 6.2: Ðåçóëòàòè ïðèìåíå ñèñòåìà ArgoGeoChecker. Áðîj êîðàêà ó äîêàçó
òåîðåìå, áðîj äîêàçàíèõ êîðàêà êàäà ñå êîðèñòå ðåçîëóöèjñêè äîêàçèâà÷è,
áðîj äîêàçàíèõ êîðàêà äîêàçà êàäà ñå êîðèñòè êîõåðåíòíè äîêàçèâà÷ è âðåìå
äîêàçèâà»à.
èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à Isabelle è Coq, êàî è ãåíåðèñà»à ÷èò§èâèõ äîêàçà
íà ñðïñêîì è åíãëåñêîì jåçèêó jå 80 ñåêóíäè. Îäðå¢åíå òåîðåìå ñó íàâåäåíå áåç
äîêàçà (ó òàáåëè ñó îçíà÷åíå ñà jåäíèì êîðàêîì - ñàìî çàê§ó÷àê òåîðåìå). Ó
òèì ñëó÷àjåâèìà ArgoGeoChecker jå êîðèø£åí çà íàëàæå»å äîêàçà òåîðåìå. Îä
ïåò òåîðåìà êîjå ñó äàòå áåç äîêàçà, ñèñòåì jå óñïåî äà íà¢å ïîòïóí äîêàç (áåç
óñìåðàâà»à îä ñòðàíå êîðèñíèêà) çà òðè òåîðåìå. Ñìàòðàìî äà jå êîìïëåòàí
àðãóìåíò èñïðàâíîñòè äîêàçà ãåíåðèñàí ñàìî çà îíå äîêàçå êîä êîjèõ ñó ñâè
êîðàöè óñïåøíî äîêàçàíè. Ó ïðàêñè áè âåøòèjè êîðèñíèê ìîãàî êîðèñòèòè ÷àê
è íåïîòïóí àðãóìåíò èñïðàâíîñòè äîêàçà, òàêî øòî áè ãà äîïóíèî äîêàçèìà
íåäîñòàjó£èõ êîðàêà. Ó îêâèðó îâèõ åêñïåðèìåíàòà èçâðøåíà jå ïðîâåðà
ñàìî îðèãèíàëíèõ äîêàçà çàïèñàíèõ ó ó¶áåíèöèìà. Íèñó ðàçìàòðàíå ðàçëè-
÷èòå âåðçèjå äîêàçà jåäíå èñòå òåîðåìå íèòè ñó ïîñòîjå£è äîêàçè ïðîøèðåíè
äîäàòíèì êîðàöèìà. Äîïó»àâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà íîâèì êîðàöèìà áè




Åóêëèäîâè Åëåìåíòè ïðåäñòàâ§àjó jåäíó îä íàjñòàðèjèõ àêñèîìàòñêè
çàñíîâàíèõ ê»èãà êîjîj jå óïó£åí çíà÷àjàí áðîj êðèòèêà ïðâåíñòâåíî çáîã
êîðèø£å»à èëóñòðàöèjà ó »åíèì äîêàçèìà. Àâèãàä jå êðåèðàî àêñèîìàòñêè
ñèñòåì ÷èjîì óïîòðåáîì íàñòîjè äà ïîêàæå äà jå êîðèø£å»å èëóñòðàöèjà
½áåçáåäíî è êîíòðîëèñàíî ïðàâèëèìà êîjà ñó îïèñàíà »åãîâèì àêñèîìàòñêèì
ñèñòåìîì.
Áåí Íîðòðîï jå èìïëåìåíòèðàî ïðîãðàì çà ïðîâåðàâà»å äîêàçà Åóêëèäîâèõ
ïîñòóëàòà E-proof-checker. Ïðèñòóï êîjè ñå êîðèñòè ó òîì ïðîãðàìó ñå
íàëàçè èçìå¢ó èíòåðàêòèâíîã è àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à òåîðåìà. Íàëèêójå
íåôîðìàëíîì äîêàçèâà»ó òåîðåìà, êàî øòî jå âå£ ðå÷åíî ó ïîãëàâ§ó 5.3.
Ó Åóêëèäîâèì Åëåìåíòèìà äîêàçè ñå äåëå íà äâå ôàçå: ôàçà êîíñòðóêöèjå
è ôàçà äîêàçèâà»à. Ó ñêëàäó ñà òèì, Àâèãàäîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì jå ïîäå§åí
íà äâå ãðóïå àêñèîìà: ïðàâèëà çà êîíñòðóèñà»å è ïðàâèëà èçâî¢å»à. Ïðàâèëà
çà êîíñòðóèñà»å ñó ñâà ïðàâèëà êîjèìà ñå êðåèðàjó íîâè îájåêòè ó äîêàçó è
ïðèëèêîì èëóñòðîâà»à äîêàçà. Ïðàâèëà èçâî¢å»à ñó ïðàâèëà êîjå óâîäå íîâà
ñâîjñòâà âå£ óâåäåíèõ îájåêàòà. Îâó ïîäåëó ïðàòè£å è ñèñòåì E-proof-checker, ó
êîì êîðèñíèê çàäàjå äîêàç ó êîìå jå jàñíî îäâîjåíà ôàçà êîíñòðóêöèjå îájåêàòà
êîjè ñå êîðèñòå ó äîêàçó, îä ôàçå äîêàçèâà»à ñâîjñòàâà òèõ îájåêàòà. Íàêîí
òîãà ñå ïîñåáíî ïðîâåðàâàjó êîðàöè è ó jåäíîj è ó äðóãîj ôàçè (ñà îäãîâàðàjó£èì
ñêóïîì àêñèîìà).11
Íàêîí ïîêðåòà»à ïðîãðàìà E-proof-checker, ïðâî ñå ïðîâåðàâà äà ëè ñó
ïðàâèëà çà êîíñòðóèñà»å èñïðàâíî íàâåäåíà. Íàêîí òîãà ñå ïîêðå£å àóòîìàòñêè
ïðîöåñ êîjè ñëóæè ñàìî äà ïðîâåðè äà ëè ñå ñâîjñòâà êîjà ñó íàâåäåíà ó äðóãîì
äåëó äîêàçà ìîãó èçâåñòè ïðèìåíîì ïðàâèëà èçâî¢å»à (ó îêâèðó Àâèãàäîâîã
àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà). Ïîñòóïàê äîêàçèâà»à êîðèñòè àëãîðèòàì óëàí÷àâà»à
óíàïðåä, ãåíåðèøå ñâà ìîãó£à ñâîjñòâà íàä èíèöèjàëíî óâåäåíèì îájåêòèìà, è
òåê íà êðàjó ñâîã èçâðøàâà»à ïðîâåðàâà äà ëè ñó äîêàçàíà òðàæåíà ñâîjñòâà.
Ãëàâíî îãðàíè÷å»å è îäñòóïà»å îä Àâèãàäîâîã àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà îä-
íîñè ñå íà òî øòî ñèñòåì E-proof-checker íå ïîäðæàâà ñàáèðà»å äóæè, óãëîâà è
ñëè÷íî. To îãðàíè÷å»å îçáè§íî óòè÷å íà óïîòðåá§èâîñò ñèñòåìà è äîâîäè äî
òîãà äà E-proof-checker íå óñïåâà äà äîêàæå íè jåäàí ïîñòóëàò äî êðàjà.
Ó ïðîãðàìó E-proof-checker, ïðàâèëà êîíñòðóèñà»à ñå íå êîðèñòå ó ïðîöåñó
àóòîìàòñêîã äîêàçèâà»à òåîðåìå. Êîðèñòå ñå ñàìî ó ïðâîj ôàçè äîêàçèâà»à
êîjà ñå îáàâ§à ½ðó÷íî óç ïîìî£ êîðèñíèêà è ñëóæå óâî¢å»ó ñâèõ îájåêàòà êîjè




ñå êîðèñòå ó äîêàçó (êàêî îájåêàòà êîjè ñó óâåäåíè òâð¢å»åì òåîðåìå, òàêî è
îájåêàòà êîjè ñå óâîäå íà ïî÷åòêó äîêàçà). Íàêîí òîãà ñå ó ôàçè äîêàçèâà»à
êîðèñòå ñâà ïðåîñòàëà ïðàâèëà òàêî äà ïðîöåñ äîêàçèâà»à îâèì ñèñòåìîì âèøå
ïîäñå£à íà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å íåãî íà àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà.
6.3.1 Àêñèîìàòñêè ñèñòåì
Íåêà îä ïðàâèëà êîíñòðóèñà»à ó îêâèðó Àâèãàäîâîã àêñèîìàòñêîã ñè-
ñòåìà ñå íàëàçå ó íàðåäíîj ëèñòè. Êîìïëåòàí ñïèñàê ïðàâèëà Àâèãàäîâîã
àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà (è ïðàâèëà êîíñòðóèñà»à è ïðàâèëà èçâî¢å»à), çàïèñàíèõ
ó TPTP ôîðìàòó, íàëàçè ñå ó äîäàòêó C. Ïðèëèêîì çàïèñèâà»à ïðàâèëà ó
òåêñòó òåçå êîðèñòè£å ñå ñòàíäàðäíå îçíàêå êîjå ñå êîðèñòå ó ãåîìåòðèjè, òà÷êå
£å áèòè îçíà÷åíå âåëèêèì ñëîâèìà à ïðàâå ìàëèì ñëîâèìà. Ïðèëèêîì çàäàâà»à
àêñèîìà, Àâèãàä jå ôîðìóëèñàî ñàìó àêñèîìó, ïðåäóñëîâå ïîòðåáíå äà áè ñå òà
àêñèîìà ïðèìåíèëà è çàê§ó÷êå êîjè £å âàæèòè íàêîí ïðèìåíå òå àêñèîìå.
Points 1 Ïîñòîjè òà÷êà A [ðàçëè÷èòà îä ...].
Ïðåäóñëîâè: Íåìà èõ.
Çàê§ó÷àê: [Òà÷êà A jå ðàçëè÷èòà îä ...]
Points 3 Ïîñòîjè òà÷êà A êîjà ïðèïàäà ïðàâîj l êîjà ñå íàëàçè èçìå¢ó òà÷àêà
B è C [ðàçëè÷èòà îä ...].
Ïðåäóñëîâè: Òà÷êà B ïðèïàäà ïðàâîj l, òà÷êà C ïðèïàäà ïðàâîj l, B 6= C,
[ïðàâà l jå ðàçëè÷èòà îä ïðàâèõ ...]
Çàê§ó÷àê: Òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj l, A ñå íàëàçè èçìå¢ó B è C, [òà÷êà A
jå ðàçëè÷èòà îä ...]
Lines and Circles 1 Ïîñòîjè ïðàâà l êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êå A è B.
Ïðåäóñëîâè: A 6= B.
Çàê§ó÷àê: Òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj l, òà÷êà B ïðèïàäà ïðàâîj l.
Ïðèëèêîì çàïèñèâà»à ïðàâèëà êîíñòðóèñà»à ó îêâèðó ñèñòåìà
ArgoGeoChecker, ïðåäóñëîâè è çàê§ó÷öè ïðàâèëà ñó çàïèñàíè êàî äåî
ñàìèõ ïðàâèëà. Íà òàj íà÷èí ïðàâèëî Points 3 ñå çàïèñójå íà ñëåäå£è íà÷èí
(ôîðìóëà jå çàïèñàíà ó TPTP ôîðìàòó):
fof(ax_points3, axiom, (! [L,A,B] :
((line(L) & point(A) & point(B) & on(A,L) & on(B,L) & A != B)
=> (? [C] : (point(C) & on(C,L) & bet(A,C,B)))))).
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Êîíñòðóêöèjå [ðàçëè÷èòà îä...] íèñó çàïèñàíe, òj. àêñèîìå ñó çàïèñàíå áåç
òèõ íàïîìåíà. Áåç îáçèðà íà òî øòî ïðàâèëà çàïèñàíà ó òîì îáëèêó ìîãó
çíàòíî äà óòè÷ó íà ïðîñòîð ïðåòðàãå, ñèñòåì ArgoGeoChecker ñå ÷àê è ñà »èìà
ïîêàçàî êîðèñòàí. Êîðèø£åí jå çà ïðîâåðàâà»å ïîjåäèíà÷íèõ êîðàêà äîêàçà è
ïîêàçàëî ñå äà jå ó ñòà»ó äà èñïðàâíî èäåíòèôèêójå îäãîâàðàjó£å ïðàâèëî êîjå
jå êîðèø£åíî ó òèì êîðàöèìà (àêî ñå êîðàê îäíîñè óïðàâî íà ïðèìåíå ïðàâèëà
êîíñòðóèñà»à).
Ïðàâèëà èçâî¢å»à ëè÷å íà ñòàíäàðäíå àêñèîìå Õèëáåðòîâîã àêñèîìàòñêîã
ñèñòåìà è íå£å áèòè ïîñåáíî ðàçìàòðàíà. Íåêà îä ïðàâèëà èçâî¢å»à ñå íàëàçå
ó íàðåäíîj ëèñòè:
Generalities 1 Àêî âàæè A 6= B, A ïðèïàäà l è B ïðèïàäà l, A ïðèïàäà m è
B ïðèïàäà m, îíäà âàæè l = m.
Between 2 Àêî jå B èçìå¢ó A è C, A ïðèïàäà l è B ïðèïàäà l, îíäà è C
ïðèïàäà l.
6.3.2 Ïðèìåíà ñèñòåìà çà ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ
äîêàçà
Ñèñòåì çà ïðîâåðó íåôîðìàëíèõ äîêàçà òåîðåìà îïèñàí ó ïîãëàâ§ó 5.2
íàëèêójå ñèñòåìó E-proof-checker è áè£å ïðèêàçàíà »åãîâà óïîòðåáà çà ïðî-
âåðàâà»å äîêàçà íåêîëèêî ïðèìåðà èç Àâèãàäîâîã ðàäà [3]. Ó çàïèñèâà»ó
Åóêëèäîâèõ ïîñòóëàòà è »èõîâèõ äîêàçà êîðèø£åí jå çàïèñ ïðèêàçàí ó òîì
ðàäó óìåñòî îðèãèíàëíèõ Åóêëèäîâèõ äîêàçà.
Ïðèìåð 1: Ïðâè Åóêëèäîâ ïîñòóëàò. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñóA èB ðàçëè÷èòå
òà÷êå. Êîíñòðóèñàòè òà÷êó C òàêî äà âàæè AB = BC è BC = CA.
Äîêàç:
Íåêà jå α êðóã ñà öåíòðîì ó A êîjè ïðîëàçè êðîç B.
Íåêà jå β êðóã ñà öåíòðîì ó B êîjè ïðîëàçè êðîç A.
Íåêà jå C òà÷êà ïðåñåêà êðóãîâà α è β.
Îíäà âàæè AB = AC (jåð ñó ïîëóïðå÷íèöè êðóãà α).
Îíäà âàæè BA = BC (jåð ñó ïîëóïðå÷íèöè êðóãà β).
Îòóäà âàæè AB = BC è BC = CA.
Q.E.F.
Íà îñíîâó îâîã äîêàçà ìîæå ñå çàïèñàòè ñëåäå£è íåôîðìàëíè äîêàç (çàïèñàí ó




! [A,B] : (point(A) & point(B) & A != B)
? [K1] : (circle(K1) & center(A,K1) & onc(B,K1))
? [K2] : (circle(K2) & center(B,K2) & onc(A,K2))




Ïîçèâà»åì ñèñòåìà ArgoGeoChecker (êîìå ñó ïðîñëå¢åíå ñâå àêñèîìå
Àâèãàäîâîã àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà) äîáèjà ñå ñëåäå£è èçëàç (è ãåíåðèøå ñå
ôîðìàëíè àðãóìåíò èñïðàâíîñòè äîêàçà):
th_prop1_01.p| vampire| 0.04| 0.19| ax_lines_and_circles2 | 0.00||
th_prop1_02.p| vampire| 0.04| 0.25| ax_lines_and_circles2 | 0.00||
th_prop1_03.p| vampire| 0.17| 0.32| ax_intersections6 ax_generalities3 ax_rule5 | 0.02||
th_prop1_04.p| vampire| 0.22| 0.27| ax_metric3 ax_segment3_2 ax_cong_transitivity | 0.43||
th_prop1_05.p| vampire| 0.06| 0.25| ax_segment3_2 | 0.03||
th_prop1_06.p| e| 0.20| 1.23| ax_cong_transitivity ax_metric3 ax_segment3_2 | 1.22||
Seconds: 10
Êàêî ñå ñâàêè êîðàê íåôîðìàëíîã äîêàçà (îñèì ïðâîã) ïîjåäèíà÷íî
ïðîâåðàâà, ó èçëàçó ñó ïðèêàçàíå àêñèîìå koje ñå êîðèñòå ó îêâèðó äîêàçà
òåêó£åã êîðàêà. Ó ñâàêîì êîðàêó íàâåäåí jå ðåçîëóöèjñêè äîêàçèâà÷ êîjè jå
íàøàî ìà»è ñêóï ðåëåâàíòíèõ àêñèîìà, âðåìå èçâðøàâà»à è jåäíîã è äðóãîã
ðåçîëóöèjñêîã äîêàçèâà÷à, ñêóï àêñèîìà è âðåìå èçâðøàâà»à êîõåðåíòíîã
äîêàçèâà÷à. Âèäèìî äà jå ñèñòåì ArgoGeoChecker óñïåøíî âàëèäèðàî äîêàç
ïðâîã Åóêëèäîâîã ïîñòóëàòà.
Àâèãàä èñòè÷å äà, ïðèëèêîì ïðèìåíå îâîã ïîñòóëàòà ó íàðåäíèì äîêàçèìà,
Åóêëèä ÷åñòî êîðèñòè ÷è»åíèöó äà jå òà÷êà C ðàçëè÷èòà îä òà÷àêà A è B. Êàî
è ÷è»åíèöó äà òà÷êà C íå ïðèïàäà ïðàâîj îäðå¢åíîj òà÷êàìà A è B. Çáîã òîãà
åêñïëèöèòíî óâîäè íàðåäíå äâå ïîñëåäèöå:
Ïðèìåð 2: Ïîñëåäèöà ïðâîã Åóêëèäîâîã ïîñòóëàòà. Ïðåòïîñòàâèìî äà
ñó A è B ðàçëè÷èòå òà÷êå è äà jå äàòà òà÷êà C òàêî äà âàæè AB = BC è
BC = CA. Ïîêàçàòè äà jå òàäà C 6= A è C 6= B.
Äîêàç:
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè C = A.
Îíäà âàæè A = B.
Êîíòðàäèêöèjà.
Îíäà ìîðà äà âàæè C 6= A.
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè C = B.




Îíäà ìîðà äà âàæè C 6= B.
Q.E.D.
Äîêàçè êîjè ñå ìîãó ïðîâåðèòè óç ïîìî£ ñèñòåìà ArgoGeoChecker íå
ïîäðæàâàjó êîíñòðóêöèjó ½ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî ïà îâàj ïðèìåð òðåòèðàìî
êàî äà íåìàìî íà ðàñïîëàãà»ó äîêàç òåîðåìå. Òàäà äîêàç èìà ñàìî jåäàí êîðàê.
Ïðâè ðåä äîêàçà ñó ïðåìèñå è äðóãè ðåä êîðàêà ñó çàê§ó÷öè òâð¢å»à êîjå ñå
äîêàçójå.
![A,B,C,L]:(point(A) & point(B) & A!=B & point(C) & cong(A,B,B,C) & cong(B,C,C,A))
(C!=A & C!=B)
Ñèñòåì ArgoGeoChecker jå óñïåî äà äîêàæå îâó ïîñëåäèöó. Èçëàç èç ñèñòåìà
è ãåíåðèñàíè äîêàç íà ñðïñêîì jåçèêó ñå íàëàçå ó íàñòàâêó òåêñòà.
th_prop1aux1_01.p| e| 0.04| 0.26| ax_cong_eq1 ax_cong_symmetry | 0.03||
Seconds: 6
Teorema 6.3 (th prop1aux1 01.) Pod pretpostavkom da vazi A 6= B i AB ∼=
BC i BC ∼= CA pokazati da vazi C 6= A i C 6= B.
Dokaz:
1. Na osnovu cinjenice AB ∼= BC vazi BC ∼= AB (aksioma cong symmetry).
2. Na osnovu cinjenice BC ∼= CA vazi CA ∼= BC (aksioma cong symmetry).
3. Na osnovu cinjenice A 6= B vazi B 6= A.
4. Vazi A = C ili A 6= C.
5. Pretpostavimo da vazi: A = C.
6. Na osnovu cinjenica CA ∼= BC i A = C vazi AA ∼= BA.
7. Na osnovu cinjenice AA ∼= BA vazi B = A (aksioma cong eq1).
8. Na osnovu cinjenica B 6= A i B = A dobijamo kontradikciju.
9. Pretpostavimo da vazi: A 6= C.
10. Na osnovu cinjenice A 6= C vazi C 6= A.
11. Vazi B = C ili B 6= C.
12. Pretpostavimo da vazi: B = C.
13. Na osnovu cinjenica BC ∼= AB i B = C vazi BB ∼= AB.
14. Na osnovu cinjenice BB ∼= AB vazi A = B (aksioma cong eq1).
15. Na osnovu cinjenica A 6= B i A = B dobijamo kontradikciju.
16. Pretpostavimo da vazi: B 6= C.
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17. Na osnovu cinjenice B 6= C vazi C 6= B.
18. Zakljucak teoreme sledi iz cinjenica C 6= A i C 6= B.
19. Teorema je dokazana u svim slucajevima.
20. Teorema je dokazana u svim slucajevima.
QED
Ïðèìåð 3: Ïîñëåäèöà ïðâîã Åóêëèäîâîã ïîñòóëàòà. Ïðåòïîñòàâèìî äà
ñó A è B ðàçëè÷èòå òà÷êå êîjå ëåæå íà ïðàâîj l è äà jå äàòà òà÷êà C òàêî äà
âàæè AB = BC è BC = CA. Òàäà òà÷êà C íå ïðèïàäà l.
Äîêàç:
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè C ïðèïàäà l.
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè äà jå òà÷êà A èçìå¢ó òà÷àêà C è B.
Îíäà âàæè CA < BC. Êîíòðàäèêöèjà.
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè C = A. Îíäà ìîðà äà âàæè A = B. Êîíòðàäèêöèjà.
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè äà jå òà÷êà C èçìå¢ó òà÷àêà A è B.
Îíäà âàæè CA < AB. Êîíòðàäèêöèjà.
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè C = B. Îíäà ìîðà äà âàæè A = B. Êîíòðàäèêöèjà.
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè äà jå òà÷êà B èçìå¢ó òà÷àêà A è C.
Îíäà âàæè AB < BC. Êîíòðàäèêöèjà.
Êîíòðàäèêöèjà.
Q.E.D.
Ñëè÷íî êàî ïðèëèêîì äîêàçèâà»à ïðâå ïîñëåäèöå, ñèñòåì íå ïîäðæàâà
çàïèñèâà»å êîíñòðóêöèjå ½ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî è îâàj ïðèìåð òåñòèðàìî
êàî äà íåìàìî äîêàç.
![A,B,C,L]:(point(A) & point(B) & A != B & line(L) & on(A,L) & on(B,L) & point(C)
& cong(A,B,B,C) & cong(B,C,C,A))
(non(C,L))
Îâàêî çàïèñàí, îâàj ïðèìåð ñå íå äîêàçójå. Êàäà ìó ñå äîäàjó èíôîðìàöèjå
äîáèjåíå ïðâîì ïîñëåäèöîì äîáèjà ñå íàðåäíè íåôîðìàëíè äîêàç:
![A,B,C,L]:(point(A) & point(B) & A != B & line(L) & on(A,L) & on(B,L) & point(C)




êîjè ñå äîêàçójå ñèñòåìîì:
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th_prop1aux2_01.p| vampire| 0.04| 0.24| ax_metric1_1 ax_cong_zero1 | 0.01||
th_prop1aux2_02.p| vampire| 0.04| 0.16| ax_cong_eq1 | 0.01||
th_prop1aux2_03.p| e| 59.90| 25.93|ax_bet1 ax_branch_on ax_lines_and_circles2
ax_generalities3 ax_circle1 ax_segment3_1 ax_metric3 ax_cong_transitivity ax_false_bet | 1.71||
Seconds: 107
Äîêàç äðóãîã Åóêëèäîâîã ïîñòóëàòà jå çíàòíî êîìïëèêîâàíèjè îä
ïðåòõîäíèõ ïðèìåðà. Äîêàç êîjè jå ïðèêàçàí ó îêâèðó Àâèãàäîâîã àêñèîìàòñêîã
ñèñòåìà jå íàâåäåí ó íàñòàâêó òåêñòà. Íàêîí òîãà ñó ïðèêàçàíè íåôîðìàëíè
äîêàç è èçëàç èç ñèñòåìà ArgoGeoChecker.
Ïðèìåð 4: Äðóãè Åóêëèäîâ ïîñòóëàò. Íåêà ñó B è C äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå
íà ïðàâîj L è íåêà jå A òà÷êà ðàçëè÷èòà îä B è C. Êîíñòðóèñàòè òà÷êó F òàêî
äà âàæè AF = BC.
Äîêàç:
Ïðèìåíîì Ïîñòóëàòà 1 ïðèìå»åíèì íàä òà÷êàìà A è B, êîíñòðóèøèìî òà÷êó
D òàêî äà jå D ðàçëè÷èòà îä òà÷àêà A è B è âàæè AB = BD è BD = DA.
Íåêà jå M ïðàâà êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êå D è A.
Íåêà jå N ïðàâà êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êå D è B.
Íåêà jå α êðóã ñà öåíòðîì ó B êîjè ïðîëàçè êðîç C.
Íåêà jå G òà÷êà ïðåñåêà ïðàâå N è êðóãà α êîjà ïðîäóæàâà ñåãìåíò îä òà÷êå D
äî òà÷êå B.
Îíäà âàæè DG = DB +BG.
Îòóäà âàæè DG = DA+BG (jåð jå DA = DB).
Îòóäà âàæè DA < DG.
Íåêà jå β êðóã ñà öåíòðîì ó D êîjè ïðîëàçè êðîç G.
Îòóäà âàæè äà jå A óíóòàð êðóãà β (jåð jå D öåíòàð êðóãà è âàæè DA < DG).
Íåêà jå F òà÷êà ïðåñåêà êðóãà β è ïðàâå M êîjà ïðîäóæàâà ñåãìåíò îä òà÷êå D
äî òà÷êå A.
Îíäà âàæè DF = DA+ AF .
Îíäà âàæè DF = DG (jåð ñó ïîëóïðå÷íèöè êðóãà β).
Îòóäà âàæè DA+ AF = DA+BG.
Îòóäà âàæè AF = BG.
Îíäà âàæè BG = BC (jåð ñó ïîëóïðå÷íèöè êðóãà α).
Îòóäà âàæè AF = BC.
Q.E.F.
Íåôîðìàëíè äîêàç çàïèñàí ó ñèñòåìó ArgoGeoChecker îäñòóïà îä
Àâèãàäîâîã äîêàçà ó òîìå øòî ó ïðåìèñàìà òåîðåìå íå íàâîäè ïðàâó L êîjà
ñå íå êîðèñòè ó äîêàçó.
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! [A,B,C] : (point(A) & point(B) & point(C) & B!=C & A!=B & A!=C)
? [D] : (point(D) & D!=A & D!=B & cong(A,B,B,D) & cong(B,D,D,A))
? [M] : (line(M) & on(D,M) & on(A,M))
? [N] : (line(N) & on(D,N) & on(B,N))
? [K1] : (circle(K1) & center(B,K1) & onc(C,K1))




? [K2] : (circle(K2) & center(D,K2) & onc(G,K2))
(inside(A,K2))







Jîø jåäíà ðàçëèêà èçìå¢ó ñèñòåìà E-proof-checker è ArgoGeoChecker jå ó
òîìå øòî ó ñèñòåìó ïðåäñòàâ§åíîì ó îâîj òåçè, ôàçà êîíñòðóêöèjå íå ìîðà äà
áóäå ñòðîãî îäâîjåíà îä ôàçå èçâî¢å»à âå£ ìîãó äà ñå ïðåêëàïàjó êàî ó îâîì
ïðèìåðó. Îñèì òîãà, öåëîêóïàí Àâèãàäîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì ñå êîðèñòè ó òîêó
öåëîã ïðîöåñà äîêàçèâà»à. Ðåçîëóöèjñêè äîêàçèâà÷è ñå êîðèñòå çà ñìà»å»å òîã
ñêóïà òàêî äà ñèñòåì íå ìîðà äà ïðîâåðàâà êîjè êîðàöè óâîäå íîâå îájåêòå à
êîjè ñàìî íîâà ñâîjñòâà âå£ ïîñòîjå£èõ îájåêàòà.
th_prop2_01.p| | | ||
th_prop2_02.p| vampire| 0.04| 0.26| ax_lines_and_circles1 | 0.06||
th_prop2_03.p| vampire| 0.04| 0.25| ax_lines_and_circles1 | 0.03||
th_prop2_04.p| vampire| 0.04| 0.25| ax_lines_and_circles2 | 0.03||
th_prop2_05.p| e| 59.86| 17.05| ax_intersections5 ax_generalities3 ax_bet1 | 0.26||
th_prop2_06.p| vampire| 0.02| 0.17| ax_segment1 | 0.01||
th_prop2_07.p| | | ||
th_prop2_08.p| vampire| 0.32| 0.51| ax_metric3 ax_cong_less1 ax_cong_less3 | 15.10||
th_prop2_09.p| vampire| 0.14| 0.26| ax_bet1 ax_lines_and_circles2 | 3.02||
th_prop2_10.p| vampire| 0.09| 0.29| ax_segment4_1 | 0.05||
th_prop2_11.p| e| 59.65| 5.46| ax_intersections5 ax_bet1 | 3.25||
th_prop2_12.p| vampire| 0.05| 0.17| ax_segment1 | 0.03||
th_prop2_13.p| vampire| 0.23| 0.49| ax_segment3_2 | 0.25||
th_prop2_14.p| vampire| 0.64| 0.94|ax_cong_symmetry ax_metric3 ax_cong_transitivity
ax_segment_add2 ax_segment_add7 |Time limit||
th_prop2_15.p| vampire| 0.67| 0.93| ax_metric3 ax_cong_transitivity ax_segment_add7 |Time limit||
th_prop2_16.p| vampire| 0.23| 0.49| ax_segment3_2 | 0.02||
th_prop2_17.p| vampire| 0.23| 0.27| ax_cong_symmetry ax_cong_transitivity | 5.20||
Seconds: 129
Ó èçëàçó èç ñèñòåìà ïðèìå£ójå ñå äà, îä 17 çàäàòèõ êîðàêà, ñèñòåì óñïåøíî
äîêàçójå »èõ 13. Ïðâè êîðàê äîêàçà jå ïðèìåíà ïðâîã Åóêëèäîâîã ïîñòóëàòà.
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Êàêî òðåíóòíî ñèñòåì íå ïîäðæàâà êîðèø£å»å ïðåòõîäíî äîêàçàíèõ òâð¢å»à,
òàj êîðàê íèjå óñïåøíî äîêàçàí. Ó îêâèðó E-proof-checker ñèñòåìà òàj êîðàê jå
ðàñïèñàí òàêî äà èìèòèðà äîêàç ïðâîã Åóêëèäîâîã ïîñòóëàòà.
Ðåçóëòàòè îâèõ ïðèìåðà ñó îáå£àâàjó£è àëè òðåáà áèòè îáàçðèâ ïðèëèêîì
»èõîâîã òóìà÷å»à. Ïî÷åòíè ïîñòóëàòè è »èõîâå ïîñëåäèöå ñó ðåëàòèâíî
jåäíîñòàâíè, äîê ñó íàðåäíè ïîñòóëàòè çíàòíî òåæè òàêî äà ñå íå î÷åêójå äà
£å îâàj ñèñòåì, ó ñâîì îñíîâíîì îáëèêó, áèòè ó ñòà»ó äà èõ äîêàæå.
6.4 Applications of the Proving Framework  Sum-
mary
The framework described in the previous chapter can be used with any coherent
logic theory. In this chapter, its application on three dierent axiomatic systems
is presented: axiomatic system of Tarski, Hilbert's axiomatic system, and Avigad's
axiomatic system. The framework will be used to generate proofs for theorems of
Tarski's axiomatic system, and to check informal proofs of theorems of Hilbert's and
Avigad's axiomatic system. All three axiomatic systems, and theorems within them,
are already mostly in coherent logic form or can easily be translated to the coherent
form.
Tarski's axiomatic system A case-study on Tarski's axiomatic system is based
on the rst part of a book on foundations of geometry: Metamathematische Meth-
oden in der Geometrie, by Wolfram Schwabhauser, Wanda Szmielew, and Alfred
Tarski [79]. The theory is described in terms of rst-order logic, it uses only one
primitive object  the point, has only two primitive predicates, and only eleven
axioms. There are already three existing computer developments of this book: one
by Quaife based on automated theorem proving [1], one by Beeson and Wos based
on automated theorem proving [5, 6], and one by Narboux and Braun based on in-
teractive theorem proving [67, 18] in proof assistant Coq. These developments were
an excellent starting point for the experiments presented in this thesis.
Several experiments were conducted on the theorems from the rst 12 chapters of
SST that belong to plane geometry (just like in the Coq formalization). Out of the
203 theorems, 179 of them belong to plane geometry. In the rst experiment, only
theorems from the book are used, in the second experiment additional lemmas from
the existing Coq formalization of the book are used, and in the third one specic de-
pendency lists are used (derived from the Coq formalization for each theorem). The
results show that 37% of the theorems from the book can be automatically proven
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(with readable and machine veriable proofs generated) without any guidance, and
with additional lemmas this percentage rises to 42%.
Hilbert's axiomatic system Informal proofs, found in high school geometry
curricula, can be automatically veried using ArgoGeoChecker system. The system
allows for automated checking of individual steps of informal proofs and generates
formal, computer veriable argument of a proof along with an argument written in
Serbian and English. Its use on a handful of proofs from high school textbooks is
demonstrated.
Avigad's axiomatic system Proofs found in Euclid's Elements are often crit-
icized for theirs use of diagrams. The axiomatic system E, developed by Avigad,
Dean and Mumma is created for justication of Euclid's proofs. The system de-
scribed in this thesis is used for verication of the several informal proofs and theirs
auxiliaries that are found in Avigad's paper [3] using axiomatic system E. Some of
them completely and one of them partially. Although the proving system is fairly
successful on those examples, later theorems from Elements are considerably harder
and some additional tools will be required for them.
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Çàê§ó÷öè è äà§è ðàä
Àêñèîìàòèçàöèjà ãåîìåòðèjå jå òåìà êîjà ñå ðàçìàòðà îä ñàìèõ ïî÷åòàêà
ðàçâèjà»à ìàòåìàòèêå. Ó îâîj òåçè ñó ðàçìàòðàíè ðàçëè÷èòè àêñèîìàòñêè
ñèñòåìè åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå è »èõîâî êîðèø£å»å ó îêâèðó ïðîãðàìà çà àó-
òîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà. Êðåèðàí jå ïðîãðàì çà àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å
òåîðåìà êîjè ñå áàçèðà íà êîõåðåíòíîj ëîãèöè, äèjàëåêò êîõåðåíòíå ëîãèêå, êàî è
ñèñòåì çà àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà è ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà.
Êîõåðåíòíè äîêàçèâà÷ òåîðåìà ArgoCLP Jåäàí îä äîïðèíîñà îâå òåçå jå
êîõåðåíòíè äîêàçèâà÷ òåîðåìà ArgoCLP (ðàçâèjåí ó ñàðàä»è ñà jîø äâà àóòîðà).
Ìîæå ñå êîðèñòèòè íàä ïðîèçâî§íîì òåîðèjîì ÷èjå ñó àêñèîìå è òåîðåìå
çàïèñàíå ó êîõåðåíòíîj ôîðìè. Ïîäðæàâà TPTP ôîðìàò óëàçà ïîäàòàêà è
ãåíåðèøå äîêàç çàïèñàí ó XML ôîðìàòó èç êîã ñå äà§å ãåíåðèøó äîêàçè
çàïèñàíè íà ðàçëè÷èòèì ôîðìàëíèì è ïðèðîäíèì jåçèöèìà.
Äîêàçèâà÷ ìîæå áèòè êîðèø£åí çà äîêàçèâà»å jåäíîñòàâíèjèõ òåîðåìà, èëè
êàî àñèñòåíò ó ïðîöåñó äîêàçèâà»à òåæèõ òåîðåìà òàêî øòî £å ñå êîðèñòèòè
çà äîêàçèâà»å ïîãîäíî îäàáðàíèõ ïîäöè§åâà êîìïëåêñíèõ òâð¢å»à. Îñèì
òîãà, jåäíîñòàâíîñò äîêàçèâà÷à è ðàçëè÷èòè èçëàçíè ôîðìàòè äîêàçà îìîãó-
£àâàjó ìíîãå ïðèìåíå ó ïðîjåêòèìà ôîðìàëèçàöèjå ìàòåìàòè÷êîã çíà»à, àëè è
ó îáðàçîâà»ó, êàî øòî jå ïðèêàçàíî ó òåçè.
Óáðçà»å ðàäà äîêàçèâà÷à ñå ìîæå äîáèòè jåäíîñòàâíèì (àóòîìàòñêèì)
ìîäèôèêàöèjàìà àêñèîìàòñêîã ñèñòåìà (êîjå ñìà»ójó áðîj jåäíîñòàâíèõ
÷è»åíèöà è áðîj óâåäåíèõ ñâåäîêà ó äîêàçèìà). Îñèì åôèêàñíîñòè,
òå ìîäèôèêàöèjå äîïðèíîñå è ÷èò§èâîñòè äîáèjåíèõ äîêàçà. Îòêðèâà»å
ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà ñà ïàðöèjàëíèì ñâîjñòâîì ñèìåòðè÷íîñòè (êîjè ñó
ñèìåòðè÷íè ñàìî ïî íåêèì ïîçèöèjàìà, êàî øòî ñó ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè bet
i cong) è èñêîðèø£àâà»å òèõ îñîáèíà áè áèî ïîãîäàí äîìåí çà äîêàçèâà÷
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ArgoCLP. Èíôîðìàöèjå òîã òèïà áè ìîãëå è äîäàòíî äà óáðçàjó ðàä äîêàçèâà÷à
è ó÷èíå ãåíåðèñàíå äîêàçå jîø ïðåãëåäíèjèì.
Äèjàëåêò êîõåðåíòíå ëîãèêå Äèjàëåêò êîõåðåòíå ëîãèêå, ðàçâèjåí ó îâîj
òåçè è ðåïðåçåíòàöèjà äîêàçà »èìå îïèñàíà, ïðåäñòàâ§à îñíîâó çàjåäíè÷êîã
ôîðìàòà äîêàçà êîjè ìîæå áèòè ãåíåðèñàí îä ñòðàíå ðàçëè÷èòèõ àóòîìàòñêèõ
äîêàçèâà÷à òåîðåìà è êîjè ñå ìîæå jåäíîñòàâíî òðàíñôîðìèñàòè ó äîêàçå
çàïèñàíå íà ðàçëè÷èòèì jåçèöèìà. Ñêóï XSL àëàòà îìîãó£àâà ïðåâî¢å»å îâîã
ôîðìàòà ó äîêàçå çàïèñàíå íà jåçèöèìà ïðîãðàìà çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å
òåîðåìà Isabelle è Coq, êàî è ó äîêàçå çàïèñàíå íà ïðèðîäíîì jåçèêó (åíãëåñêîì
è ñðïñêîì). Äîäàòíà ïðåäíîñò îâîã ôîðìàòà ëåæè ó »åãîâîj jåäíîñòàâíîñòè è
÷è»åíèöè äà äîêàçå çàïèñàíå ó òîì ôîðìàòó ìîæå ðàçóìåòè è ñàì êîðèñíèê (áåç
òðàíñôîðìèñà»à ñàìèõ äîêàçà). Îñèì òîãà, äîäàâà»å íîâèõ XSL òðàíñôîðìà-
öèjà è ôîðìèðà»å äîêàçà íà äðóãèì (ôîðìàëíèì è íåôîðìàëíèì) jåçèöèìà jå
jåäíîñòàâíî è íå çàõòåâà èçìåíå íàä ñàìèì äîêàçèâà÷åì.
Òåêó£à âåðçèjà îâîã ôîðìàòà íå ïîäðæàâà óïîòðåáó ôóíêöèjñêèõ ñèìáîëà
àðíîñòè âå£å îä 0. Ó áóäó£íîñòè ïëàíèðàìî äà óâåäåìî óïîòðåáó ôóíêöèjñêèõ
ñèìáîëà è ó äîêàçèâà÷ ArgoCLP, è ó ôîðìàò çàïèñà äîêàçà ÷èìå £å ñå jîø âèøå
ïîâå£àòè ÷èò§èâîñò äîáèjåíèõ äîêàçà.
Ñèñòåì çà àóòîìàòñêó è èíòåðàêòèâíó ôîðìàëèçàöèjó Ñèñòåì îïèñàí
ó îâîj òåçè jå íàìå»åí àóòîìàòñêîì äîêàçèâà»ó òåîðåìà êîõåðåíòíå ëîãèêå.
Ñèñòåì êîðèñòè íåêîëèêî ðàçëè÷èòèõ âðñòà äîêàçèâà÷à òåîðåìà: àóòîìàò-
ñêè äîêàçèâà÷è òåîðåìà ñå êîðèñòå äà îä âåëèêîã ñêóïà àêñèîìà è òåîðåìà
ôèëòðèðàjó ìàëè ïîäñêóï ôîðìóëà äîâî§àí çà äîêàçèâà»å îäðå¢åíîã òâð¢å»à;
êîõåðåíòíè äîêàçèâà÷ òåîðåìà ñå êîðèñòè äà, ïðèìåíîì ìèíèìàëíîã ñêóïà
ôîðìóëà, èçãåíåðèøå ôîðìàëíå è ÷èò§èâå äîêàçå; à èíòåðàêòèâíè äîêàçèâà÷è
òåîðåìà ñå êîðèñòå äà ïîòâðäå èñïðàâíîñò ãåíåðèñàíèõ äîêàçà. Ñèñòåì jå
ïðèìå»åí íà òðè àêñèîìàòñêà ñèñòåìà åóêëèäñêå ãåîìåòðèjå: àêñèîìàòñêè
ñèñòåì Òàðñêîã, Õèëáåðòîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì è àêñèîìàòñêè ñèñòåì Àâèãàäà.
Àóòîìàòñêî äîêàçèâà»å òåîðåìà ãåîìåòðèjå Ñèñòåì îïèñàí ó îâîj òåçè
êîìáèíójå âðõóíñêå àóòîìàòñêå äîêàçèâà÷å òåîðåìà è èíòåðàêòèâíå äîêàçèâà÷å
òåîðåìà è çàjåäíî èõ êîðèñòè ó ïðîöåñó ôîðìàëèçàöèjå ìàòåìàòèêå. Ïðèìå»åí
íà jåäíó îä íàjïîçíàòèjèõ ìàòåìàòè÷êèõ ê»èãà, ê»èãó Òàðñêîã, äîêàçójå
37% òåîðåìà ïîòïóíî àóòîìàòñêè, ïðèòîì ãåíåðèøó£è ÷èò§èâå è ìàøèíñêè
ïðîâåðèâå äîêàçå. Óçåâøè ó îáçèð äà ñó äîêàçè äîáèjåíè ïîòïóíî àóòî-
ìàòñêè, áåç èêàêâîã íàâî¢å»à, äîáèjåíè ðåçóëòàòè ñó ñîëèäíè àëè ójåäíî è
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ñóãåðèøó äà ïîñòîjè ïðîñòîð çà ïîâå£à»å åôèêàñíîñòè. Èíôîðìàöèjå äîáèjåíå
îä ðåçîëóöèjñêèõ äîêàçèâà÷à ìîãó áèòè äåòà§íèjå àíàëèçèðàíå è ìîãó áèòè
èñêîðèø£åíå çà ïðåöèçíèjå íàâî¢å»å êîõåðåíòíîã äîêàçèâà÷à. Ó ïëàíó íàì
jå äà ñå ôîêóñèðàìî íà óïîòðåáó àêñèîìà èñê§ó÷å»à òðå£åã ∀~x(R(~x) ∨ R(~x))
èç ðàçëîãà øòî »åíî êîðèø£å»å çíàòíî óòè÷å íà âåëè÷èíó ïðîñòîðà ïðåòðàãå.
Îïèñàíè ñèñòåì ìîæå áèòè ïðèìå»åí è íàä ñëè÷íèì ìàòåìàòè÷êèì òåîðèjàìà,
êàêî çà ãåíåðèñà»å íîâèõ ôîðìàëíèõ äîêàçà, òàêî è çà ïîjåäíîñòàâ§èâà»å
ïîñòîjå£èõ äîêàçà (ó îêâèðó èíòåðàêòèâíèõ äîêàçèâà÷à òåîðåìà). Ó áóäó£íîñòè
èìàìî ó ïëàíó è äîêàçèâà»å òåîðåìà èç ê»èãå Òàðñêîã êîjå ó ñâîjèì äîêàçèìà
êîðèñòå àêñèîìó íåïðåêèäíîñòè.
Àóòîìàòñêî ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ äîêàçà òåîðåìà Ñèñòåì çà
ïðîâåðó íåôîðìàëíèõ äîêàçà òåîðåìå, ArgoGeoChecker, ïðèìå»åí jå íà
äîêàçèìà è ðåøå»èìà äåñåòàê òåîðåìà è çàäàòàêà èç ñðåä»îøêîëñêèõ ó¶áåíèêà.
Ïðèêàçàí jå »åãîâ íà÷èí óïîòðåáå è ïðàêòè÷íîñò ó êîíêðåòíèì ñèòóàöèjàìà
êàäà ðåøå»à çàäàòàêà ñàäðæå ñàìî óïóòñòâî ñà ìèíèìàëíèì áðîjåì êîðàêà
äîêàçà. Ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà, êîðàöè êîjå ñèñòåì íèjå äîêàçàî ó ñåáè
êðèjó ïðèìåíå ïðåòõîäíî äîêàçàíèõ òåîðåìà. Ó îêâèðó îâîã åêñïåðèìåíòà,
ïðèëèêîì ïðîâåðå äîêàçà êîðèø£åíå ñó ñàìî àêñèîìå, íèjå ïîäðæàíî êîðè-
ø£å»å ïðåòõîäíî äîêàçàíèõ òåîðåìà. Ïðîøèðå»å ñèñòåìà òàêî äà ïîäðæàâà è
îâó îïöèjó jå ìîãó£å, ÷èìå áè ñå jîø áî§å èëóñòðîâàëà ðåàëíà ïðèìåíà îâîã
ñèñòåìà ó îáðàçîâà»ó. Ó ïîðå¢å»ó ñà ïðîãðàìèìà çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å
òåîðåìà, ñèñòåì ArgoGeoChecker jå äàëåêî jåäíîñòàâíèjè çà óïîòðåáó, íå çàõòåâà
ïîçíàâà»å ñïåöèôè÷íèõ jåçèêà çà èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å (íèòè òàêòèêà
êîjå ñå êîðèñòå ó »èìà, áåç êîjèõ jå èíòåðàêòèâíî äîêàçèâà»å ïðàêòè÷íî
íåìîãó£å), øòî ãà ÷èíè ïîãîäíèì çà êîðèø£å»å ìå¢ó ïî÷åòíèöèìà ó ôîðìàëíîì
äîêàçèâà»ó òåîðåìà. Èïàê, ñèñòåì çàõòåâà ôîðìóëàöèjó ãåîìåòðèjñêèõ
òâð¢å»à ó ïðåöèçíîj ñèíòàêñè øòî jå ñâàêàêî ñàâëàäèâî çà ìîòèâèñàíå ó÷åíèêå
ñðåä»èõ øêîëà.
Ïðèêàçàíà jå óïîòðåáà ñèñòåìà çà àóòîìàòñêî ïðîâåðàâà»å íåôîðìàëíèõ
äîêàçà íà íåêîëèêî äîêàçà íàâåäåíèõ ó ïðâîj ê»èçè Åóêëèäîâèõ ½Åëåìåíàòà.
Êîðèø£åí jå àêñèîìàòñêè ñèñòåì Àâèãàäà êîjè jå ìîòèâèñàí Åóêëèäîâèì
½Åëåìåíòèìà è íàìå»åí jå óïðàâî àóòîìàòñêîj ïðîâåðè íåôîðìàëíèõ äîêàçà.
Ñèñòåì jå óñïåî äà äîêàæå íåêîëèêî ïî÷åòíèõ ïðèìåðà íà êîjèìà jå èëóñòðîâàí
àêñèîìàòñêè ñèñòåì Àâèãàäà. Ïîêàçàíà jå ïðàêòè÷íà ïðèìåíà îâîã ïðèñòóïà,
àëè òðåíóòíà âåðçèjà îâîã ñèñòåìà, êîjà êîðèñòè ñàìî ðåçîëóöèjñêå äîêàçèâà÷å
è êîõåðåíòíè äîêàçèâà÷, íèjå äîâî§íî åôèêàñíà. Çà äîêàçèâà»å òåæèõ
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Åóêëèäîâèõ ïîñòóëàòà ïîòðåáíî jå êîðèñòèòè ìî£íèjå àëàòå îä ðåçîëóöèjñêèõ
äîêàçèâà÷à òåîðåìà, øòî jå ïëàíèðàíî çà íàñòàâàê îâå òåçå.
7.1 Conclusions and Future Work  Summary
Axiomatization of geometry has always been an interesting eld for mathemati-
cians. In this thesis dierent axiomatic systems for Euclidean geometry are consid-
ered, formalized and used within programs for automated theorem proving. Auto-
mated theorem prover for coherent logic has been developed, as well as a coherent
logic vernacular, and a system for automated theorem proving and verication of
informal proofs.
Coherent theorem prover ArgoCLP A theorem prover ArgoCLP uses coher-
ent logic as its underlying logic and can be used for any theory with coherent axioms
and for conjectures in the coherent form. It supports input in TPTP form and gener-
ates proof trace written in XML form that can be translated into proofs of dierent
formal and natural languages. Generated proofs are readable and similar to proofs
found in mathematical textbooks. The prover, on its own, can be used for proving
simple theorems or theorems of moderate hardness, and also as an assistan for prov-
ing appropriately chosen subgoals of complex conjectures or with integration with
other theorem provers. The simplicity of the prover and dierent output formats
enable many applications in formalization of mathematics and in education.
Coherent logic vernacular Coherent logic vernacular, and a proof format that
describes it, can be used by dierent automated theorem provers and can produce
proofs in dierent languages. It is very exible thanks to the interchange XML
format and a set of simple XSLT style-sheets that generate proofs in the languages
of interactive theorem provers Isabelle and Coq, as well as readable proofs written
in Serbian and English. Its advantage is that additional XSLT style-sheets (for
additional target formats) can be developed without changing the prover. To further
improve readability, we will consider using function symbols and work on extending
coherent logic vernacular and coherent logic prover ArgoCPL to deal with function
symbols.
A system for automated and interactive formalization of geometry Sev-
eral dierent theorem provers are used within this thesis: automated theorem provers
are used to ltrate large sets of axioms and theorems into a number of formulas
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used while proving specic theorem; coherent theorem prover is used to generate
formal and readable proofs; and interactive theorem provers are used to validate
such proofs. System described in this thesis is used on three axiomatic systems
for Euclidean geometry, Tarski's axiomatic system, Hilbert's axiomatic system and
axiomatic system given by Jeremy Avigad.
Automated theorem proving In this thesis state-of-the-art automated theorem
provers are used in formalization tasks and within a wider framework that combines
dierent sorts of provers. For one classical twentieth century mathematical book,
for 37% theorems, readable and machine veriable proofs are generated completely
automatically. This shows that automated theorem proving can provide signicant
help in formalization tasks within proof assistants (of course, typically in proving less
dicult theorems). For future work we are planning to further explore potentials for
full automation, for example to use information from resolution provers more deeply
and guide our coherent prover more precisely. In particular, we would focus on the
axioms ∀~x(R(~x) ∨ R(~x)) that can heavily extend the search space. We will explore
ways for using our framework for simplifying existing proofs within proof assistants
(by using dependencies from automated theorem provers). We will also try to use
our framework to tackle theorems from SST that require using the continuity axiom
(i.e., the schema of axioms).
Automated verication of informal proofs The system for automated veri-
cation of informal proofs, ArgoGeoChecker, allows for automated checking of in-
formal proofs that are often found in high school geometry curricula. The program
is very simple to use and does not require a user to have any prior experience with
automated theorem proving softwarå. In addition to being a useful educational
tool, the program could also be used by mathematicians for producing new original
proofs. The system is used on a handful of proofs from high school textbooks, and on
an axiomatic system developed by Jeremy Avigad with Euclid's "Elements". In its
original form the system is not very ecient and there is a lot of room for improve-
ment. Currently the system does not support the use of previously proven theorems,
theorem provers are provided only with axioms, and extension of the system in this




Àêñèîìàòñêè ñèñòåì Òàðñêîã íàâåäåí ó ê»èçè Metamathematische Methoden
in der Geometrie ñå íàëàçè ó íàñòàâêó òåêñòà. Íàâåäåíå ñó è ñâå äåôèíèöèjå êîjå
ñå êîðèñòå ó ê»èçè ðàñïîðå¢åíå ïî ïîãëàâ§èìà ó êîjèìà ñó óâåäåíå. Ïðèëèêîì
çàïèñèâà»à àêñèîìà è äåôèíèöèjà èçâðøåíà jå òðàíñôîðìàöèjà ó êîõåðåíòíó
ôîðìó ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå òî áèëî ïîòðåáíî. Ñâå ôîðìóëå ñó çàïèñàíå ó
TPTP ôîðìàòó.
Ïîãëàâ§å 1  Àêñèîìå Òàðñêîã
fof(ax_1, axiom, (! [A,B] : ((cong(A,B,B,A))))).
fof(ax_2, axiom, (! [A,B,P,Q,R,S] : ((cong(A,B,P,Q) & cong(A,B,R,S)) =>
cong(P,Q,R,S)))).
fof(ax_3, axiom, (! [A,B,C] : ((cong(A,B,C,C)) => (A=B)))).
fof(ax_4, axiom, (! [A,B,C,Q] : (? [X] : (bet(Q,A,X) & cong(A,X,B,C))))).
fof(ax_5, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((A != B & bet(A,B,C)
& bet(A1,B1,C1) & cong(A,B,A1,B1) & cong(B,C,B1,C1)
& cong(A,D,A1,D1) & cong(B,D,B1,D1)) => cong(C,D,C1,D1)))).
fof(ax_6, axiom, (! [A,B] : ((bet(A,B,A)) => A=B))).
fof(ax_7, axiom, (! [A,B,C,P,Q] : ((bet(A,P,C) & bet(B,Q,C)) =>
(? [X] : (bet(P,X,B) & bet(Q,X,A)))))).
fof(ax_8, axiom, (? [A,B,C] : (nbet(A,B,C) & nbet(B,C,A) & nbet(C,A,B)))).
fof(ax_9, axiom, (![P,Q,A,B,C] : ((P!=Q & cong(A,P,A,Q) & cong(B,P,B,Q)
& cong(C,P,C,Q)) => (bet(A,B,C) | bet(B,C,A) | bet(C,A,B))))).
fof(ax_10, axiom,(! [A,B,C,D,T] : ((bet(A,D,T) & bet(B,D,C) & A!=D) =>
(? [X,Y] : (bet(A,B,X) & bet(A,C,Y) & bet(X,T,Y)))))).
Ïîãëàâ§å 2
fof(ax_2_10_1, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : (afs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)
=> (bet(A,B,C) & bet(A1,B1,C1) & cong(A,B,A1,B1)
& cong(B,C,B1,C1) & cong(A,D,A1,D1) & cong(B,D,B1,D1))))).
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fof(ax_2_10_2, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((bet(A,B,C) & bet(A1,B1,C1)
& cong(A,B,A1,B1) & cong(B,C,B1,C1) & cong(A,D,A1,D1)
& cong(B,D,B1,D1)) => afs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)))).
fof(ax_branch_bet, axiom, (! [A,B,C] : (bet(A,B,C) | nbet(A,B,C)))).
fof(ax_false_bet, axiom, (! [A,B,C] : ((bet(A,B,C) & nbet(A,B,C)) => $false))).
fof(ax_branch_afs, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((afs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)
| nafs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1))))).
fof(ax_false_afs, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((afs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)
& nafs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)) => $false))).
Ïîãëàâ§å 3
fof(ax_3_8_1, axiom, (! [A,B,C,D] : (bet4(A,B,C,D) => (bet(A,B,C) & bet(A,B,D)
& bet(A,C,D) & bet(B,C,D))))).
fof(ax_3_8_2, axiom, (! [A,B,C,D] : ((bet(A,B,C) & bet(A,B,D) & bet(A,C,D)
& bet(B,C,D)) => bet4(A,B,C,D)))).
fof(ax_branch_bet4, axiom, (! [A,B,C,D] : ((bet4(A,B,C,D) | nbet4(A,B,C,D))))).
fof(ax_false_bet4, axiom, (! [A,B,C,D] : ((bet4(A,B,C,D) & nbet4(A,B,C,D))
=> $false))).
Ïîãëàâ§å 4
fof(ax_4_1_1, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : (ifs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)
=> (bet(A,B,C) & bet(A1,B1,C1) & cong(A,C,A1,C1)
& cong(B,C,B1,C1) & cong(A,D,A1,D1) & cong(C,D,C1,D1))))).
fof(ax_4_1_2, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((bet(A,B,C) & bet(A1,B1,C1)
& cong(A,C,A1,C1) & cong(B,C,B1,C1) & cong(A,D,A1,D1)
& cong(C,D,C1,D1)) => (ifs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1))))).
fof(ax_branch_ifs, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((ifs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)
| nifs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1))))).
fof(ax_false_ifs, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((ifs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)
& nifs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)) => $false))).
fof(ax_4_4_1, axiom, (! [A,B,C,A1,B1,C1] : ((cong3(A,B,C,A1,B1,C1))
=> (cong(A,B,A1,B1) & cong(A,C,A1,C1) & cong(B,C,B1,C1))))).
fof(ax_4_4_2, axiom, (! [A,B,C,A1,B1,C1] : ((cong(A,B,A1,B1) & cong(A,C,A1,C1)
& cong(B,C,B1,C1)) => cong3(A,B,C,A1,B1,C1)))).
fof(ax_4_4_3, axiom, (! [A1,A2,A3,A4,B1,B2,B3,B4]:((cong4(A1,A2,A3,A4,B1,B2,B3,B4))
=> (cong(A1,A2,B1,B2) & cong(A1,A3,B1,B3) & cong(A1,A4,B1,B4)
& cong(A2,A3,B2,B3) & cong(A2,A4,B2,B4) & cong(A3,A4,B3,B4))))).
fof(ax_4_4_4, axiom, (! [A1,A2,A3,A4,B1,B2,B3,B4] : ((cong(A1,A2,B1,B2)
& cong(A1,A3,B1,B3) & cong(A1,A4,B1,B4) & cong(A2,A3,B2,B3)
& cong(A2,A4,B2,B4) & cong(A3,A4,B3,B4))
=> (cong4(A1,A2,A3,A4,B1,B2,B3,B4))))).
fof(ax_branch_cong3, axiom, (! [A,B,C,A1,B1,C1] : ((cong3(A,B,C,A1,B1,C1)
| ncong3(A,B,C,A1,B1,C1))))).
fof(ax_false_cong3, axiom, (! [A,B,C,A1,B1,C1] : ((cong3(A,B,C,A1,B1,C1)
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& ncong3(A,B,C,A1,B1,C1)) => $false))).
fof(ax_branch_cong4, axiom, (! [A,B,C,D,P,Q,R,W] : ((cong4(A,B,C,D,P,Q,R,W)
| ncong4(A,B,C,D,P,Q,R,W))))).
fof(ax_false_cong4, axiom, (! [A,B,C,D,P,Q,R,W] : ((cong4(A,B,C,D,P,Q,R,W)
& ncong4(A,B,C,D,P,Q,R,W)) => $false))).
fof(ax_4_10_1, axiom, (! [A,B,C] : ((col(A,B,C))
=> (bet(A,B,C) | bet(B,C,A) | bet(C,A,B))))).
fof(ax_4_10_2, axiom, (! [A,B,C] : ((bet(A,B,C)) => col(A,B,C)))).
fof(ax_4_10_3, axiom, (! [A,B,C] : ((bet(B,C,A)) => col(A,B,C)))).
fof(ax_4_10_4, axiom, (! [A,B,C] : ((bet(C,A,B)) => col(A,B,C)))).
fof(ax_4_15_1, axiom, (![A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] :((fs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1))
=> (col(A,B,C) & cong3(A,B,C,A1,B1,C1) & cong(A,D,A1,D1)
& cong(B,D,B1,D1))))).
fof(ax_4_15_2, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((col(A,B,C)
& cong3(A,B,C,A1,B1,C1) & cong(A,D,A1,D1) & cong(B,D,B1,D1))
=> (fs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1))))).
fof(ax_branch_fs, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((fs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)
| nfs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1))))).
fof(ax_false_fs, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1,C1,D1] : ((fs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)
& nfs(A,B,C,D,A1,B1,C1,D1)) => $false))).
Ïîãëàâ§å 5
fof(ax_5_4_1, axiom, (! [A,B,C,D] : (le(A,B,C,D) => (? [Y] : (bet(C,Y,D)
& cong(A,B,C,Y)))))).
fof(ax_5_4_2, axiom, (! [A,B,C,D,Y] : ((bet(C,Y,D) & cong(A,B,C,Y))
=> (le(A,B,C,D))))).
fof(ax_5_4_3, axiom, (! [A,B,C,D] : (ge(C,D,A,B) => le(A,B,C,D)))).
fof(ax_5_4_4, axiom, (! [A,B,C,D] : (le(A,B,C,D) => ge(C,D,A,B)))).
fof(ax_branch_le, axiom, (! [A,B,C,D] : ((le(A,B,C,D) | nle(A,B,C,D))))).
fof(ax_false_le, axiom, (! [A,B,C,D] : ((le(A,B,C,D) & nle(A,B,C,D)) => $false))).
fof(ax_branch_ge, axiom, (! [A,B,C,D] : ((ge(A,B,C,D) | nge(A,B,C,D))))).
fof(ax_false_ge, axiom, (! [A,B,C,D] : ((ge(A,B,C,D) & nge(A,B,C,D)) => $false))).
fof(ax_branch_cong, axiom, (! [A,B,C,D] : (cong(A,B,C,D) | ncong(A,B,C,D)))).
fof(ax_false_cong, axiom, (! [A,B,C,D] : ((cong(A,B,C,D) & ncong(A,B,C,D)) => $false))).
fof(ax_5_14_1, axiom, ! [A,B,C,D] : ((lt(A,B,C,D)) => (le(A,B,C,D) & ncong(A,B,C,D)))).
fof(ax_5_14_2, axiom, ! [A,B,C,D] : ((le(A,B,C,D) & ncong(A,B,C,D)) => lt(A,B,C,D))).
fof(ax_5_14_3, axiom, ! [A,B,C,D] : (gt(C,D,A,B) => lt(A,B,C,D))).
fof(ax_5_14_4, axiom, (! [A,B,C,D] : (lt(A,B,C,D) => gt(C,D,A,B)))).
fof(ax_branch_lt, axiom, (! [A,B,C,D] : ((lt(A,B,C,D) | nlt(A,B,C,D))))).
fof(ax_false_lt, axiom, (! [A,B,C,D] : ((lt(A,B,C,D) & nlt(A,B,C,D)) => $false))).
fof(ax_branch_gt, axiom, (! [A,B,C,D] : ((gt(A,B,C,D) | ngt(A,B,C,D))))).




fof(ax_6_1_1, axiom, (! [A,B,P] : ((out(P,A,B)) => ((A!=P & B!=P & bet(P,A,B))
| (A!=P & B!=P & bet(P,B,A)))))).
fof(ax_6_1_2, axiom, (! [A,B,P] : ((A!=P & B!=P & bet(P,A,B)) => out(P,A,B)))).
fof(ax_6_1_3, axiom, (! [A,B,P] : ((A!=P & B!=P & bet(P,B,A)) => out(P,A,B)))).
fof(ax_branch_out, axiom, (![A,B,P] : ((out(P,A,B) | nout(P,A,B))))).
fof(ax_false_out, axiom, (![A,B,P] : ((out(P,A,B) & nout(P,A,B)) => $false))).
fof(ax_6_8_1, axiom, (! [P,A,X] : ((A!=P & point_on_ray(X,P,A)) => out(P,X,A)))).
fof(ax_6_8_2, axiom, (! [P,A,X] : ((A!=P & out(P,X,A)) => point_on_ray(X,P,A)))).
fof(ax_branch_point_on_ray, axiom, (! [A,B,C] : ((point_on_ray(C,A,B)
| npoint_on_ray(C,A,B))))).
fof(ax_false_point_on_ray, axiom, (! [A,B,C] : ((point_on_ray(C,A,B)
& npoint_on_ray(C,A,B)) => $false))).
fof(ax_6_14_1, axiom, (! [P,Q,A] : ((point_on_line(A,P,Q)) => (P!=Q & col(P,Q,A))))).
fof(ax_6_14_2, axiom, (! [P,Q,A] : ((P!=Q & col(P,Q,A)) => point_on_line(A,P,Q)))).
fof(ax_same_lines_1, axiom, (! [A,B,C,D] : ((A!=B & C!=D & point_on_line(C,A,B)
& point_on_line(D,A,B)) => same_lines(A,B,C,D)))).
fof(ax_same_lines_2, axiom, (! [A,B,C,D] : ((same_lines(A,B,C,D)) => (A!=B
& C!=D & point_on_line(C,A,B) & point_on_line(D,A,B))))).
fof(ax_false_same_lines, axiom, (! [A,B,C,D] : ((same_lines(A,B,C,D)
& nsame_lines(A,B,C,D)) => $false))).
fof(ax_branch_same_lines, axiom, (! [A,B,C,D] : (same_lines(A,B,C,D)
| nsame_lines(A,B,C,D)))).
fof(ax_branch_col, axiom, (! [A,B,C] : (col(A,B,C) | ncol(A,B,C)))).
fof(ax_false_col, axiom, (! [A,B,C] : ((col(A,B,C) & ncol(A,B,C)) => $false))).
fof(ax_branch_point_on_line, axiom, (! [A,B,C] : (A!=B
=> (point_on_line(C,A,B) | npoint_on_line(C,A,B))))).
fof(ax_false_point_on_line, axiom, (! [A,B,C] : ((point_on_line(C,A,B)
& npoint_on_line(C,A,B)) => $false))).
fof(ax_6_22_1, axiom, (! [A,B,C,D,X] : ((inter(X,A,B,C,D)) => (A!=B & C!=D
& point_on_line(X,A,B) & point_on_line(X,C,D)
& nsame_lines(A,B,C,D))))).
fof(ax_6_22_2, axiom, (! [A,B,C,D,X] : ((A!=B & C!=D & point_on_line(X,A,B)
& point_on_line(X,C,D) & nsame_lines(A,B,C,D))
=> inter(X,A,B,C,D)))).
fof(ax_branch_inter, axiom, (! [X,A,B,C,D] : (inter(X,A,B,C,D) | ninter(X,A,B,C,D)))).
fof(ax_false_inter, axiom, (! [X,A,B,C,D] : ((inter(X,A,B,C,D) & ninter(X,A,B,C,D))
=>$false))).
Ïîãëàâ§å 7
fof(ax_7_1, axiom, (! [A,M,B] : ((is_midpoint(M,A,B))
=> (bet(A,M,B) & cong(M,A,M,B))))).
fof(ax_7_2, axiom, (! [A,M,B] : ((bet(A,M,B) & cong(M,A,M,B))
=> is_midpoint(M,A,B)))).




fof(ax_false_is_midpoint, axiom, (! [A,B,C] :
((is_midpoint(A,B,C) & nis_midpoint(A,B,C)) => $false))).
fof(ax_7_5_1, axiom, (! [A,A1,C] :
(is_symmetric(A,A1,C) => is_midpoint(C,A,A1)))).
fof(ax_7_5_2, axiom, (! [A,A1,C] :
(is_midpoint(C,A,A1) => is_symmetric(A,A1,C)))).
fof(ax_branch_is_symmetric, axiom, (! [A,B,C] :
(is_symmetric(A,B,C) | nis_symmetric(A,B,C)))).
fof(ax_false_is_symmetric, axiom, (! [A,B,C] :
((is_symmetric(A,B,C) & nis_symmetric(A,B,C)) => $false))).
Ïîãëàâ§å 8
fof(ax_8_1_1, axiom, (! [A,B,C] : ((per(A,B,C)) =>
(? [C1] : (cong(A,C,A,C1) & is_midpoint(B,C,C1)))))).
fof(ax_8_1_2, axiom, (! [A,B,C,C1] : ((cong(A,C,A,C1) & is_midpoint(B,C,C1))
=> per(A,B,C)))).
fof(ax_branch_per, axiom, (![A,B,C] : (per(A,B,C) | nper(A,B,C)))).
fof(ax_false_per, axiom,(![A,B,C] : ((per(A,B,C) & nper(A,B,C)) => $false))).
fof(ax_8_11_1_1, axiom, (! [X,A,B,C,D] : ((perp_in(X,A,B,C,D) & A!=X & C!=X)
=> (A!=B & C!=D & point_on_line(X,A,B)
& point_on_line(X,C,D) & per(A,X,C))))).
fof(ax_8_11_1_2, axiom, (! [X,A,B,C,D] : ((perp_in(X,A,B,C,D) & A!=X & D!=X)
=> (A!=B & C!=D & point_on_line(X,A,B)
& point_on_line(X,C,D) & per(A,X,D))))).
fof(ax_8_11_1_3, axiom, (! [X,A,B,C,D] : ((perp_in(X,A,B,C,D) & B!=X & C!=X)
=> (A!=B & C!=D & point_on_line(X,A,B)
& point_on_line(X,C,D) & per(B,X,C))))).
fof(ax_8_11_1_4, axiom, (! [X,A,B,C,D] : ((perp_in(X,A,B,C,D) & B!=X & D!=X)
=> (A!=B & C!=D & point_on_line(X,A,B)
& point_on_line(X,C,D) & per(B,X,D))))).
fof(ax_8_11_1_5, axiom, (! [X,A,B,C,D] : ((A!=X & C!=X & A!=B & C!=D
& point_on_line(X,A,B) & point_on_line(X,C,D) & per(A,X,C))
=> perp_in(X,A,B,C,D)))).
fof(ax_8_11_1_6, axiom, (! [X,A,B,C,D] : ((A!=X & D!=X & A!=B & C!=D
& point_on_line(X,A,B) & point_on_line(X,C,D) & per(A,X,D))
=> perp_in(X,A,B,C,D)))).
fof(ax_8_11_1_7, axiom, (! [X,A,B,C,D] : ((B!=X & C!=X & A!=B & C!=D
& point_on_line(X,A,B) & point_on_line(X,C,D) & per(B,X,C))
=> perp_in(X,A,B,C,D)))).
fof(ax_8_11_1_8, axiom, (! [X,A,B,C,D] : ((B!=X & D!=X & A!=B & C!=D
& point_on_line(X,A,B) & point_on_line(X,C,D) & per(B,X,D))
=> perp_in(X,A,B,C,D)))).
fof(ax_8_11_2_1, axiom, (! [A,B,C,D] : (perp(A,B,C,D) =>
(? [X] : perp_in(X,A,B,C,D))))).
fof(ax_8_11_2_2, axiom, (! [X,A,B,C,D] : (perp_in(X,A,B,C,D) => perp(A,B,C,D)))).
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fof(ax_branch_perp_in, axiom, (! [X,A,B,C,D] :
(perp_in(X,A,B,C,D) | nperp_in(X,A,B,C,D)))).
fof(ax_false_perp_in, axiom, (! [X,A,B,C,D] :
((perp_in(X,A,B,C,D) & nperp_in(X,A,B,C,D)) => $false))).
fof(ax_branch_perp, axiom, (![A,B,C,D] : (perp(A,B,C,D) | nperp(A,B,C,D)))).
fof(ax_false_perp, axiom, (! [A,B,C,D] :
((perp(A,B,C,D) & nperp(A,B,C,D)) => $false))).
Ïîãëàâ§å 9
fof(ax_9_1_1, axiom, (! [P,Q,A,B] : ((two_sides(A,B,P,Q)) =>
(? [T] : (P!=Q & npoint_on_line(A,P,Q) & npoint_on_line(B,P,Q)
& point_on_line(T,P,Q) & bet(A,T,B)))))).
fof(ax_9_1_2, axiom, (! [P,Q,A,B,T] : ((P!=Q & npoint_on_line(A,P,Q)
& npoint_on_line(B,P,Q) & point_on_line(T,P,Q) & bet(A,T,B))
=> two_sides(A,B,P,Q)))).
fof(ax_9_7_1, axiom, (! [P,Q,A,B] : (one_side(A,B,P,Q) =>
(? [C] : (P!=Q & two_sides(A,C,P,Q) & two_sides(B,C,P,Q)))))).
fof(ax_9_7_2, axiom, (! [P,Q,A,B,C] : ((P!=Q & two_sides(A,C,P,Q)
& two_sides(B,C,P,Q)) => one_side(A,B,P,Q)))).
fof(ax_branch_two_sides, axiom, (! [P,Q,A,B] :
(P!=Q => (two_sides(A,B,P,Q) | ntwo_sides(A,B,P,Q))))).
fof(ax_false_two_sides, axiom, (! [P,Q,A,B] :
((two_sides(A,B,P,Q) & ntwo_sides(A,B,P,Q)) => $false))).
fof(ax_branch_one_side, axiom, (! [P,Q,A,B] :
(P!=Q => (one_side(A,B,P,Q) | none_side(A,B,P,Q))))).
fof(ax_false_one_side, axiom, (! [P,Q,A,B] :
((one_side(A,B,P,Q) & none_side(A,B,P,Q)) => $false))).
Ïîãëàâ§å 10
fof(ax_10_3_1, axiom, (![P,Q,A,B] : ((A!=B & is_image_spec(Q,P,A,B))
=> ((?[X]:(is_midpoint(X,P,Q) & point_on_line(X,A,B) & perp(A,B,P,Q)))
| (?[X]:(is_midpoint(X,P,Q) & point_on_line(X,A,B) & P=Q)))))).
fof(ax_10_3_2_1, axiom, (! [P,P1,A,B,X] : ((A!=B & is_midpoint(X,P,P1)
& point_on_line(X,A,B) & perp(A,B,P,P1))
=> is_image_spec(P1,P,A,B)))).
%fof(ax_10_3_2_2, axiom, (! [P,P1,A,B,X] : ((A!=B & is_midpoint(X,P,P1)
& point_on_line(X,A,B) & P=P1) => is_image_spec(P1,P,A,B)))).
fof(ax_10_3_2_2, axiom, (! [P,A,B,X] : ((A!=B&is_midpoint(X,P,P)
& point_on_line(X,A,B)) => is_image_spec(P,P,A,B)))).
fof(ax_branch_is_image_spec, axiom, (! [A,B,C,D] : ((C!=D)
=> (is_image_spec(A,B,C,D) | nis_image_spec(A,B,C,D))))).
fof(ax_false_is_image_spec, axiom, (! [A,B,C,D] :
((is_image_spec(A,B,C,D) & nis_image_spec(A,B,C,D)) => $false))).




| (A = B & is_midpoint(A,P,P1)))))).
fof(ax_10_3_4_1, axiom, (! [P,P1,A,B] : ((A!=B & is_image_spec(P1,P,A,B))
=> is_image(P1,P,A,B)))).
fof(ax_10_3_4_2, axiom, (! [P,P1,A] :
(is_midpoint(A,P,P1) => is_image(P1,P,A,A)))).
fof(ax_branch_is_image, axiom, (! [P, P1, A, B] :
(is_image(P1,P,A,B) | nis_image(P1,P,A,B)))).
fof(ax_false_is_image, axiom, (! [P, P1, A, B] :
((is_image(P1, P, A, B) & nis_image(P1, P, A, B)) => $false))).
Ïîãëàâ§å 11
fof(ax_11_2_1, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] : (cong_angle(A,B,C,D,E,F)
=> (? [A1,C1,D1,F1] : (A!=B & C!=B & D!=E & F!=E
& bet(B,A,A1) & cong(A,A1,E,D) & bet(B,C,C1) & cong(C,C1,E,F)
& bet(E,D,D1) & cong(D,D1,B,A) & bet(E,F,F1) & cong(F,F1,B,C)
& cong(A1,C1,D1,F1)))))).
fof(ax_11_2_2, axiom, (! [A,B,C,D,E,F,A1,C1,D1,F1] : ((A!=B & C!=B & D!=E
& F!=E & bet(B,A,A1) & cong(A,A1,E,D) & bet(B,C,C1)
& cong(C,C1,E,F) & bet(E,D,D1) & cong(D,D1,B,A) & bet(E,F,F1)
& cong(F,F1,B,C) & cong(A1,C1,D1,F1))
=> (cong_angle(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_distinct_1, axiom, (! [A,B,C] :
((distinct(A,B,C)) => (A!=B & A!=C & B!=C)))).
fof(ax_distinct_2, axiom, (! [A,B,C] :
((A!=B & A!=C & B!=C) => (distinct(A,B,C))))).
fof(ax_branch_distinct, axiom, (! [A,B,C] :
((distinct(A,B,C) | ndistinct(A,B,C))))).
fof(ax_false_distinct, axiom, (! [A,B,C] :
((distinct(A,B,C) & ndistinct(A,B,C)) => $false))).
fof(ax_11_23_1_1, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point_in_angle(P,A,B,C))
=> ((? [X] : (A!=B & C!=B & P!=B & bet(A,X,C) & X=B))
| (? [X] : (A!=B & C!=B & P!=B & bet(A,X,C) & out(B,X,P))))))).
%fof(ax_11_23_1_2, axiom, (! [A,B,C,P,X] : ((A!=B & C!=B & P!=B & bet(A,X,C)
& X = B) => (point_in_angle(P,A,B,C))))).
fof(ax_11_23_1_2, axiom, (! [A,B,C,P] : ((A!=B & C!=B & P!=B & bet(A,B,C))
=> (point_in_angle(P,A,B,C))))).
fof(ax_11_23_2, axiom, (! [A,B,C,P,X] : ((A!=B & C!=B & P!=B & bet(A,X,C)
& out(B,X,P)) => point_in_angle(P,A,B,C)))).
fof(ax_branch_point_in_angle, axiom, (! [P,A,B,C] :
((point_in_angle(P,A,B,C) | npoint_in_angle(P,A,B,C))))).
fof(ax_false_point_in_angle, axiom, (! [P,A,B,C] :
((point_in_angle(P,A,B,C) & npoint_in_angle(P,A,B,C)) => $false))).
fof(ax_11_27_1, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] : ((le_angle(A,B,C,D,E,F)) => (? [P]
: (point_in_angle(P,D,E,F) & cong_angle(A,B,C,D,E,P)))))).
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fof(ax_11_27_2, axiom, (! [A,B,C,D,E,F,P] : ((point_in_angle(P,D,E,F)
& cong_angle(A,B,C,D,E,P)) => (le_angle(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_branch_le_angle, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
((le_angle(A,B,C,D,E,F) | nle_angle(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_false_le_angle, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] : ((le_angle(A,B,C,D,E,F)
& nle_angle(A,B,C,D,E,F)) => $false))).
fof(ax_11_27_3, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
(ge_angle(A,B,C,D,E,F) => le_angle(D,E,F,A,B,C)))).
fof(ax_11_27_4, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
(le_angle(D,E,F,A,B,C) => ge_angle(A,B,C,D,E,F)))).
fof(ax_branch_ge_angle, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
((ge_angle(A,B,C,D,E,F) | nle_angle(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_false_ge_angle, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
((ge_angle(A,B,C,D,E,F) & nge_angle(A,B,C,D,E,F)) => $false))).
fof(ax_branch_cong_angle, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
(cong_angle(A,B,C,D,E,F) | ncong_angle(A,B,C,D,E,F)))).
fof(ax_cong_angle_false, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] : ((cong_angle(A,B,C,D,E,F)
& ncong_angle(A,B,C,D,E,F)) => $false))).
fof(ax_11_38_1, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] : ((lt_angle(A,B,C,D,E,F))
=> (le_angle(A,B,C,D,E,F) & ncong_angle(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_11_38_2, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] : ((le_angle(A,B,C,D,E,F)
& ncong_angle(A,B,C,D,E,F)) => (lt_angle(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_11_38_3, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
(gt_angle(A,B,C,D,E,F) => lt_angle(D,E,F,A,B,C)))).
fof(ax_11_38_4, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
(lt_angle(A,B,C,D,E,F) => gt_angle(D,E,F,A,B,C)))).
fof(ax_branch_gt_angle, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
((gt_angle(A,B,C,D,E,F) | ngt_angle(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_false_gt_angle, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
((gt_angle(A,B,C,D,E,F) & ngt_angle(A,B,C,D,E,F)) => $false))).
fof(ax_branch_lt_angle, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
((lt_angle(A,B,C,D,E,F) | nlt_angle(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_false_lt_angle, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] :
((lt_angle(A,B,C,D,E,F) & nlt_angle(A,B,C,D,E,F)) => $false))).
fof(ax_11_39_1, axiom, (! [A,B,C] : ((acute(A,B,C)) => (? [A1,B1,C1]
: (per(A1,B1,C1) & lt_angle(A,B,C,A1,B1,C1)))))).
fof(ax_11_39_2, axiom, (! [A,B,C,A1,B1,C1] : ((per(A1,B1,C1)
& lt_angle(A,B,C,A1,B1,C1)) => (acute(A,B,C))))).
fof(ax_11_39_3, axiom, (! [A,B,C] : ((obtuse(A,B,C)) => (? [A1,B1,C1]
: (per(A1,B1,C1) & gt_angle(A,B,C,A1,B1,C1)))))).
fof(ax_11_39_4, axiom, (! [A,B,C,A1,B1,C1] : ((per(A1,B1,C1)
& gt_angle(A,B,C,A1,B1,C1)) => (obtuse(A,B,C))))).
fof(ax_branch_acute, axiom, (! [A,B,C] : (acute(A,B,C) | nacute(A,B,C)))).
fof(ax_false_acute, axiom, (! [A,B,C] :
((acute(A,B,C) & nacute(A,B,C)) => $false))).
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fof(ax_branch_obtuse, axiom, (! [A,B,C] : (obtuse(A,B,C) | nobtuse(A,B,C)))).
fof(ax_false_obtuse, axiom, (! [A,B,C] :
((obtuse(A,B,C) & nobtuse(A,B,C)) => $false))).
fof(ax_int1, axiom, (! [A,B,C,D] :
(int(A,B,C,D) => (? [X] : inter(X,A,B,C,D))))).
fof(ax_int2, axiom, (! [A,B,C,D,X] : (inter(X,A,B,C,D) => int(A,B,C,D)))).
fof(ax_branch_int, axiom, (! [A,B,C,D] : ((int(A,B,C,D) | nint(A,B,C,D))))).
fof(ax_false_int, axiom, (! [A,B,C,D] :
((int(A,B,C,D) & nint(A,B,C,D)) => $false))).
Ïîãëàâ§å 12
fof(ax_12_2_1, axiom, (! [A,B,C,D] :
((A!=B & C!=D & nint(A,B,C,D))=> parallel(A,B,C,D)))).
fof(ax_12_2_2, axiom, (! [A,B,C,D] :
((parallel(A,B,C,D)) => (A!=B & C!=D & nint(A,B,C,D))))).
fof(ax_12_3_1, axiom, (! [A,B,C,D] : ((parallel_broad(A,B,C,D)) =>
((A!=B & C!=D & parallel(A,B,C,D)) | (A!=B & C!=D & same_lines(A,B,C,D)))))).
fof(ax_12_3_2, axiom, (! [A,B,C,D] : ((A!=B & C!=D & parallel(A,B,C,D))
=> (parallel_broad(A,B,C,D))))).
fof(ax_12_3_3, axiom, (! [A,B,C,D] : ((A!=B & C!=D & same_lines(A,B,C,D))
=> (parallel_broad(A,B,C,D))))).
fof(ax_branch_parallel, axiom, (! [A,B,C,D] :
((parallel(A,B,C,D) | nparallel(A,B,C,D))))).
fof(ax_false_parallel, axiom, (! [A,B,C,D] :
((parallel(A,B,C,D) & nparallel(A,B,C,D)) => $false))).
fof(ax_branch_parallel_broad, axiom, (! [A,B,C,D] :
((parallel_broad(A,B,C,D) | nparallel_broad(A,B,C,D))))).
fof(ax_false_parallel_broad, axiom, (! [A,B,C,D] :




Ïðåäèêàòñêè ñèìáîëè êîðèø£åíè ó çàïèñó Õèëáåðòîâîã àêñèîìàòñêîã
ñèñòåìà Ïîçèòèâàí îáëèê ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà jå äàò ó íàñòàâêó òåêñòà.
Íåãàòèâàí îáëèê ïðåäèêàòñêèõ ñèìáîëà ñå äîáèjà êàäà ñå èñïðåä èìåíà
ïðåäèêàòñêîã ñèìáîëà äîïèøå ñëîâî n.
inc po l(A,L) Òà÷êà A ïðèïàäà ïðàâîj L.
inc po pl(A,P ) Òà÷êà A ïðèïàäà ðàâíè P .
inc l pl(L, P ) Ïðàâà L ïðèïàäà ðàâíè P .
int l l(L1, L2) Ïðàâå L1 è L2 ñå ñåêó.
int l pl(L, P ) Ïðàâà L è ðàâàí P ñå ñåêó.
int pl pl(P1, P2) Ðàâíè P1 è P2 ñå ñåêó.
cop(A,B,C,D) Òà÷êå A, B, C è D ñó êîìïëàíàðíå.
col(A,B,C) Òà÷êå A, B è C ñó êîëèíåàðíå.
bet(A,B,C) Òà÷êà B ñå íàëàçè èçìå¢ó òà÷àêà A è C.
cong(A,B,C,D) Ïàð òà÷àêà AB jå êîíãðóåíòàí ïàðó òà÷àêà CD.
cut(L,A,B) Ïðàâà L ñå÷å ñåãìåíò AB (òj. ïîñòîjè òà÷êà X êîjà
ïðèïàäà ïðàâîj L è ëåæè èçìå¢ó òà÷àêà A è B).
pash(A,B,C, L, P ) Òà÷êå A, B è C ñó òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå ðàâíè P è L jå
ïðàâà ðàâíè P êîjà íå ñàäðæè òà÷êó A è ñå÷å ñåãìåíò BC.
Ïðâà ãðóïà Õèëáåðòîâèõ àêñèîìà  àêñèîìå ïðèïàäà»à
fof(ax_I1, axiom, (! [A,B] : ((point(A) & point(B) & A!=B) =>
(?[L] : (line(L) & inc_po_l(A,L) & inc_po_l(B,L)))))).
fof(ax_I2, axiom, (! [A,B,L1,L2] : ((point(A) & point(B) & line(L1) & line(L2)
& A!=B & inc_po_l(A,L1) & inc_po_l(B,L1) & inc_po_l(A,L2)
& inc_po_l(B,L2)) => (L1=L2)))).
fof(ax_I3a, axiom, (! [L] : ((line(L)) => (? [A,B] : (point(A) & point(B)
& A!=B & inc_po_l(A,L) & inc_po_l(B,L)))))).
fof(ax_I3b, axiom, (? [A,B,C] : (point(A) & point(B) & point(C) & ncol(A,B,C)))).
Õèëáåðòîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì
fof(ax_I4a, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C) & ncol(A,B,C))
=> (? [P] : (plane(P) & inc_po_pl(A,P) & inc_po_pl(B,P)
& inc_po_pl(C,P)))))).
fof(ax_I4b, axiom, (! [P] : ((plane(P)) => (? [A] : (point(A) & inc_po_pl(A,P)))))).
fof(ax_I5, axiom, (! [A,B,C,P1,P2] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& plane(P1) & plane(P2) & ncol(A,B,C) & inc_po_pl(A,P1)
& inc_po_pl(B,P1) & inc_po_pl(C,P1) & inc_po_pl(A,P2)
& inc_po_pl(B,P2) & inc_po_pl(C,P2)) => (P1=P2)))).
fof(ax_I6, axiom, (! [A,B,L,P] : ((point(A) & point(B) & line(L) & plane(P)
& A!=B & inc_po_l(A,L) & inc_po_l(B,L) & inc_po_pl(A,P)
& inc_po_pl(B,P)) => (inc_l_pl(L,P))))).
fof(ax_I7, axiom, (! [P1,P2,A] : ((plane(P1) & plane(P2) & point(A) & P1!=P2
& inc_po_pl(A,P1) & inc_po_pl(A,P2)) => (? [B] : (point(B)
& A!=B & inc_po_pl(B,P1) & inc_po_pl(B,P2)))))).
fof(ax_I8, axiom, (? [A,B,C,D] : (point(A) & point(B) & point(C) & point(D)
& ncop(A,B,C,D)))).
Äðóãà ãðóïà Õèëáåðòîâèõ àêñèîìà  àêñèîìå ðàñïîðåäà
fof(ax_II1, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C) & bet(A,B,C))
=> (A!=B & A!=C & B!=C & col(A,B,C) & bet(C,B,A))))).
fof(ax_II2, axiom, (! [A,B] : ((point(A) & point(B) & A!=B)
=> (? [C] : (point(C) & bet(A,B,C)))))).
fof(ax_II3, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C) & A!=B & A!=C
& B!=C & bet(A,B,C)) => (nbet(B,C,A) & nbet(C,A,B))))).
%Pashova aksioma
fof(ax_II4, axiom, (! [A,B,C,L,P] : ((point(A) & point(B) & point(C) & line(L)
& plane(P) & pash(A,B,C,L,P)) => (cut(L,C,A) | cut(L,A,B))))).
%dodatni predikati za zapis Pashove aksiome
fof(ax_cut_1, axiom, (! [L,A,B,X] : ((point(A) & point(B) & line(L) & point(X)
& ninc_po_l(A,L) & ninc_po_l(B,L) & inc_po_l(X,L)
& bet(A,X,B)) => (cut(L,A,B))))).
fof(ax_cut_2, axiom, (! [L,A,B] : ((point(A) & point(B) & line(L)
& cut(L,A,B)) => (? [X] : (point(X) & ninc_po_l(A,L)
& ninc_po_l(B,L) & inc_po_l(X,L) & bet(A,X,B)))))).
fof(ax_pash_1, axiom, (! [A,B,C,L,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & plane(P) & ncol(A,B,C) & inc_po_pl(A,P)
& inc_po_pl(B,P) & inc_po_pl(C,P) & inc_l_pl(L,P)
& ninc_po_l(A,L) & ninc_po_l(B,L) & ninc_po_l(C,L)
& cut(L,B,C)) => pash(A,B,C,L,P)))).
fof(ax_pash_2, axiom, (! [A,B,C,L,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & plane(P) & pash(A,B,C,L,P)) => (ncol(A,B,C)
& inc_po_pl(A,P) & inc_po_pl(B,P) & inc_po_pl(C,P)
& inc_l_pl(L,P) & ninc_po_l(A,L) & ninc_po_l(B,L)




Àêñèîìàòñêè ñèñòåì êðåèðàí çà îïèñèâà»å èçâî¢å»à ó Åóêëèäîâèì
½Åëåìåíòèìà ïðèïàäà êîõåðåíòíîj ëîãèöè òàêî äà ñå ó íåèçìå»åíîì îáëèêó
êîðèñòè ó îêâèðó ñèñòåìà îïèñàíîã ó îâîj òåçè. Ó íàñòàâêó òåêñòà ñó íàâåäåíå




fof(ax_points1, axiom, (? [A] : (point(A)))).
fof(ax_points2, axiom, (! [L] : ((line(L)) => (? [A] : (point(A) & on(A,L)))))).
fof(ax_points3, axiom, (! [L,A,B] : ((line(L) & point(A) & point(B) & on(A,L)
& on(B,L) & A != B) => (? [C] : (point(C) & on(C,L)
& bet(A,C,B)))))).
fof(ax_points4, axiom, (! [L,A,B] : ((line(L) & point(A) & point(B) & on(A,L)
& on(B,L) & A != B) => (? [C] : (point(C) & on(C,L)
& bet(A,B,C)))))).
fof(ax_points5, axiom, (! [L,A] : ((line(L) & point(A) & non(A,L))
=> (? [B] : (point(B) & sameside(A,B,L)))))).
fof(ax_points6, axiom, (! [L,A] : ((line(L) & point(A) & non(A,L))
=> (? [B] : (point(B) & non(B,L) & nsameside(A,B,L)))))).
fof(ax_points7, axiom, (! [C] : ((circle(C)) =>
(? [A] : (point(A) & onc(A,C)))))).
fof(ax_points8, axiom, (! [C] : ((circle(C)) =>
(? [A] : (point(A) & inside(A,C)))))).
fof(ax_points9, axiom, (! [C] : ((circle(C)) =>
(? [A] : (point(A) & ninside(A,C) & nonc(A,C)))))).
% LINES AND CIRCLES %
fof(ax_lines_and_circles1, axiom, (! [A,B] : ((point(A) & point(B) & A != B)
=> (? [L] : (line(L) & on(A,L) & on(B,L)))))).
Àâèãàäîâ àêñèîìàòñêè ñèñòåì
fof(ax_lines_and_circles2, axiom, (! [A,B] : ((point(A) & point(B) & A != B)
=> (? [C] : (circle(C) & center(A,C) & onc(B,C)))))).
% INTERSECTIONS %
fof(ax_intersections1, axiom, (! [L,M] : ((line(L) & line(M) & intersects(L,M))
=> (? [A] : (point(A) & on(A,L) & on(A,M)))))).
fof(ax_intersections2, axiom, (! [C,M] : ((circle(C) & line(M) & intersectslc(M,C))
=> (? [A] : (point(A) & on(A,M) & onc(A,C)))))).
fof(ax_intersections3, axiom, (! [C,M] : ((circle(C) & line(M) & intersectslc(M,C))
=> (? [A,B] : (point(A) & point(B) & on(A,M) & onc(A,C)
& on(B,M) & onc(B,C) & A != B))))).
fof(ax_intersections4, axiom, (! [C,L,B,D] : ((circle(C) & line(L) & point(B)
& point(D) & inside(B,C) & on(B,L) & ninside(D,C)
& nonc(D,C) & on(D,L)) => (? [A] : (point(A) & onc(A,C)
& on(A,L) & bet(B,A,D)))))).
fof(ax_intersections5, axiom, (! [C,L,B,D] : ((circle(C) & line(L) & point(B)
& point(D) & inside(B,C) & on(B,L) & D != B & on(D,L))
=> (? [A] : (point(A) & onc(A,C) & on(A,L) & bet(A,B,D)))))).
fof(ax_intersections6, axiom, (! [C1,C2] : ((circle(C1) & circle(C2)
& intersectscc(C1,C2)) =>
(? [A] : (point(A) & onc(A,C1) & onc(A,C2)))))).
fof(ax_intersections7, axiom, (! [C1,C2] : ((circle(C1) & circle(C2)
& intersectscc(C1,C2)) => (? [A,B] : (point(A)
& point(B) & onc(A,C1) & onc(A,C2) & onc(B,C1)
& onc(B,C2) & A != B))))).
fof(ax_intersections8, axiom, (! [C1,C2,D1,D2,B,L] : ((circle(C1) & circle(C2)
& line(L) & point(D1) & point(D2) & point(B)
& intersectscc(C1,C2) & center(D1,C1) & center(D2,C2)
& on(D1,L) & on(D2,L) & non(B,L)) => (? [A] :
(point(A) & onc(A,C1) & onc(A,C2) & sameside(A,B,L)))))).
fof(ax_intersections9, axiom, (! [C1,C2,D1,D2,B,L] : ((circle(C1) & circle(C2)
& point(D1) & point(D2) & point(B) & line(L)
& intersectscc(C1,C2) & center(D1,C1) & center(D2,C2)
& on(D1,L) & on(D2,L) & non(B,L)) => (? [A] : (point(A)
& onc(A,C1) & onc(A,C2) & nsameside(A,B,L) & non(A,L)))))).
Ïðàâèëà èçâî¢å»à
% GENERALITIES %
fof(ax_generalities1, axiom, (! [A,B,L,M] : ((point(A) & point(B) & line(L)
& line(M) & A != B & on(A,L) & on(B,L) & on(A,M)
& on(B,M)) => L = M))).
fof(ax_generalities2, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & circle(C)
& center(A,C) & center(B,C)) => A = B))).




fof(ax_generalities4, axiom, (! [A,C] : ((point(A) & circle(C) & center(A,C))
=> nonc(A,C)))).
% BETWEEN AXIOMS %
fof(ax_branch_bet, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C))
=> (bet(A,B,C) | nbet(A,B,C))))).
fof(ax_false_bet, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& bet(A,B,C) & nbet(A,B,C)) => $false))).
fof(ax_bet1, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C) & bet(A,B,C))
=> (bet(C,B,A) & A != B & A != C & nbet(B,A,C))))).
fof(ax_bet2, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C) & line(L)
& bet(A,B,C) & on(A,L) & on(B,L)) => on(C,L)))).
fof(ax_bet3, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C) & line(L)
& bet(A,B,C) & on(A,L) & on(C,L)) => on(B,L)))).
fof(ax_bet4, axiom, (! [A,B,C,D] : ((point(A) & point(B) & point(C) & point(D)
& bet(A,B,C) & bet(A,D,B)) => bet(A,D,C)))).
fof(ax_bet5, axiom, (! [A,B,C,D] : ((point(A) & point(B) & point(C) & point(D)
& bet(A,B,C) & bet(B,C,D)) => bet(A,B,D)))).
fof(ax_bet6,axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C) & line(L)
& on(A,L) & on(B,L) & on(C,L) & A != B & A != C &
B != C) => (bet(A,B,C) | bet(B,A,C) | bet(A,C,B))))).
fof(ax_bet7, axiom, (! [A,B,C,D] : ((point(A) & point(B) & point(C) & point(D)
& bet(A,B,C) & bet(A,B,D)) => nbet(C,B,D)))).
% SAME-SIDE AXIOMS %
fof(ax_sameside1,axiom, (![A,L] :
((point(A) & line(L) & non(A,L)) => sameside(A,A,L)))).
fof(ax_sameside2,axiom, (![A,B,L] : ((point(A) & point(B) & line(L)
& sameside(A,B,L)) => (sameside(B,A,L))))).
fof(ax_sameside3,axiom, (![A,B,L] : ((point(A) & point(B) & line(L)
& sameside(A,B,L)) => (non(A,L))))).
fof(ax_sameside4,axiom, (![A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & sameside(A,B,L) & sameside(A,C,L))
=> sameside(B,C,L)))).
fof(ax_sameside5,axiom, (![A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & non(A,L) & non(B,L) & non(C,L) & nsameside(A,B,L))
=> (sameside(A,C,L) | sameside(B,C,L))))).
% PASCH AXIOMS %
fof(ax_pasch1,axiom, (![A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C) & line(L)
& bet(A,B,C) & sameside(A,C,L)) => sameside(A,B,L)))).
fof(ax_pasch2,axiom, (![A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C) & line(L)
& bet(A,B,C) & on(A,L) & non(B,L)) => sameside(B,C,L)))).
fof(ax_pasch3,axiom, (![A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C) & line(L)
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& bet(A,B,C) & on(B,L)) => nsameside(A,C,L)))).
fof(ax_pasch4,axiom, (![A,B,C,L,M] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & line(M) & A != B & B != C & L != M
& on(A,M) & on(B,M) & on(C,M) & nsameside(A,C,L)
& on(B,L)) => bet(A,B,C)))).
% TRIPLE INCIDENCE AXIOMS %
fof(ax_incidence1, axiom, (! [L,M,N,A,B,C,D] : ((line(L) & line(M) & line(N)
& point(A) & point(B) & point(C) & point(D) & on(A,L)
& on(A,M) & on(A,N) & on(B,L) & on(C,M) & on(D,N)
& sameside(C,D,L) & sameside(B,C,N))
=> (nsameside(B,D,M))))).
fof(ax_incidence2, axiom, (! [L,M,N,A,B,C,D] : ((line(L) & line(M) & line(N)
& point(A) & point(B) & point(C) & point(D) & on(A,L)
& on(A,M) & on(A,N) & on(B,L) & on(C,M) & on(D,N)
& sameside(C,D,L) & nsameside(B,D,M) & non(D,M)
& B != A) => (sameside(B,C,N))))).
fof(ax_incidence3, axiom, (! [L,M,N,A,B,C,D,E] : ((line(L) & line(M) & line(N)
& point(A) & point(B) & point(C) & point(D) & point(E)
& on(A,L) & on(A,M) & on(A,N) & on(B,L) & on(C,M)
& on(D,N) & sameside(C,D,L) & sameside(B,C,N)
& sameside(D,E,M) & sameside(C,E,N))
=> (sameside(C,E,L))))).
% CIRCLE AXIOMS %
fof(ax_circle1, axiom, (! [A,B,C,L,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & circle(P) & on(A,L) & on(B,L) & on(C,L)
& inside(A,P) & onc(B,P) & onc(C,P) & B != C)
=> (bet(B,A,C))))).
fof(ax_circle2_1, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& circle(P) & inside(A,P) & inside(B,P) & bet(A,C,B))
=> (inside(C,P))))).
fof(ax_circle2_2, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& circle(P) & inside(A,P) & onc(B,P) & bet(A,C,B))
=> (inside(C,P))))).
fof(ax_circle2_3, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& circle(P) & onc(A,P) & inside(B,P) & bet(A,C,B))
=> (inside(C,P))))).
fof(ax_circle2_4, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& circle(P) & onc(A,P) & onc(B,P) & bet(A,C,B))
=> (inside(C,P))))).
fof(ax_circle3_1, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& circle(P) & inside(A,P) & ninside(C,P) & bet(A,C,B))
=> (ninside(B,P) & nonc(B,P))))).
fof(ax_circle3_2, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
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& circle(P) & onc(A,P) & ninside(C,P) & bet(A,C,B))
=> (ninside(B,P) & nonc(B,P))))).
fof(ax_circle4, axiom, (! [P1,P2,C,D,A,B,L] : ((circle(P1) & circle(P2)
& point(C) & point(D) & point(A) & point(B) & line(L)
& P1 != P2 & intersectscc(P1,P2) & C != D & onc(C,P1)
& onc(C,P2) & onc(D,P1) & onc(D,P2) & center(A,P1)
& center(B,P2) & on(A,L) & on(B,L))
=> (nsameside(C,D,L))))).
% INTERSECTION RULES%
fof(ax_rule1, axiom, (! [A,B,L,M] : ((point(A) & point(B) & line(L) & line(M)
& non(A,L) & non(B,L) & nsameside(A,B,L) & on(A,M)
& on(B,M)) => (intersects(L,M))))).
fof(ax_rule2_1, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & circle(C)
& line(L) & onc(A,C) & onc(B,C) & non(A,L) & non(B,L)
& nsameside(A,B,L)) => (intersectslc(L,C))))).
fof(ax_rule2_2, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & circle(C)
& line(L) & onc(A,C) & inside(B,C) & non(A,L)
& non(B,L) & nsameside(A,B,L)) => (intersectslc(L,C))))).
fof(ax_rule2_3, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & circle(C)
& line(L) & inside(A,C) & onc(B,C) & non(A,L)
& non(B,L) & nsameside(A,B,L)) => (intersectslc(L,C))))).
fof(ax_rule2_4, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & circle(C)
& line(L) & inside(A,C) & inside(B,C) & non(A,L)
& non(B,L) & nsameside(A,B,L)) => (intersectslc(L,C))))).
fof(ax_rule3, axiom, (! [A,C,L] : ((point(A) & circle(C) & line(L)
& inside(A,C) & on(A,L)) => (intersectslc(L,C))))).
fof(ax_rule4, axiom, (! [A,B,C1,C2] : ((point(A) & point(B) & circle(C1)
& circle(C2) & onc(A,C1) & onc(B,C1) & inside(A,C2)
& nonc(B,C2) & ninside(B,C2)) => (intersectscc(C1,C2))))).
fof(ax_rule5, axiom, (! [A,B,C1,C2] : ((point(A) & point(B) & circle(C1)
& circle(C2) & onc(A,C1) & inside(B,C1) & inside(A,C2)
& onc(B,C2)) => (intersectscc(C1,C2))))).
% ADDITIONAL AXIOMS %
fof(ax_cong_eq1, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& cong(A,A,B,C)) => (B=C)))).
fof(ax_cong_reflexivity, axiom, (! [A,B] : ((point(A) & point(B))
=> (cong(A,B,A,B))))).
fof(ax_cong_symmetry, axiom, (! [A,B,C,D] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & cong(A,B,C,D)) => (cong(C,D,A,B))))).
fof(ax_cong_transitivity, axiom, (! [A,B,P,Q,R,S] : ((point(A) & point(B)
& point(P) & point(Q) & point(R) & point(S)
& cong(A,B,P,Q) & cong(A,B,R,S)) => (cong(P,Q,R,S))))).
fof(ax_cong_zero1, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C)
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& cong(A,B,C,C)) => cong_zero(A,B)))).
fof(ax_cong_zero2, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& cong_zero(A,B)) => cong(A,B,C,C)))).
fof(ax_segment_add1, axiom, (! [A1,A2,B1,B2,C1,C2,P,Q] :
((point(A1) & point(A2) & point(B1) & point(B2)
& point(C1) & point(C2) & point(P) & point(Q)
& segment_add(A1,A2,B1,B2,C1,C2) & cong(A1,A2,P,Q))
=> (segment_add(P,Q,B1,B2,C1,C2))))).
fof(ax_segment_add2, axiom, (! [A1,A2,B1,B2,C1,C2,P,Q] :
((point(A1) & point(A2) & point(B1) & point(B2)
& point(C1) & point(C2) & point(P) & point(Q)
& segment_add(A1,A2,B1,B2,C1,C2) & cong(B1,B2,P,Q))
=> (segment_add(A1,A2,P,Q,C1,C2))))).
fof(ax_segment_add3, axiom, (! [A1,A2,B1,B2,C1,C2,P,Q] :
((point(A1) & point(A2) & point(B1) & point(B2)
& point(C1) & point(C2) & point(P) & point(Q)
& segment_add(A1,A2,B1,B2,C1,C2) & cong(C1,C2,P,Q))
=> (segment_add(A1,A2,B1,B2,P,Q))))).
fof(ax_segment_add4, axiom, (! [A1,A2,B1,B2,C1,C2,P,Q] :
((point(A1) & point(A2) & point(B1) & point(B2)
& point(C1) & point(C2) & point(P) & point(Q)
& segment_add(A1,A2,B1,B2,C1,C2))
=> (segment_add(B1,B2,A1,A2,C1,C2))))).
fof(ax_segment_add5, axiom, (! [A,B,C,D] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & cong_zero(C,D))
=> (segment_add(A,B,C,D,A,B) & segment_add(C,D,A,B,A,B))))).
fof(ax_segment_add6, axiom, (! [A,B,C,D,P,Q,A1,B1,C1,D1,P1,Q1] :
((point(A) & point(B) & point(C) & point(D) & point(P)
& point(Q) & segment_add(A,B,C,D,P,Q)
& segment_add(A1,B1,C1,D1,P1,Q1) & cong(A,B,A1,B1)
& cong(C,D,C1,D1)) => (cong(P,Q,P1,Q1))))).
fof(ax_segment_add7, axiom, (! [A,B,C,D,P,Q,A1,B1,C1,D1,P1,Q1] :
((point(A) & point(B) & point(C) & point(D) & point(P)
& point(Q) & segment_add(A,B,C,D,P,Q)
& segment_add(A1,B1,C1,D1,P1,Q1) & cong(A,B,A1,B1)
& cong(P,Q,P1,Q1)) => (cong(C,D,C1,D1))))).
fof(ax_segment_add8, axiom, (! [A,B,C,D,P,Q,A1,B1,C1,D1,P1,Q1] :
((point(A) & point(B) & point(C) & point(D) & point(P)
& point(Q) & segment_add(A,B,C,D,P,Q)
& segment_add(A1,B1,C1,D1,P1,Q1) & cong(C,D,C1,D1)
& cong(P,Q,P1,Q1)) => (cong(A,B,A1,B1))))).
fof(ax_cong_less1, axiom, (![A1,A2,B1,B2,C1,C2] : ((point(A1) & point(A2)
& point(B1) & point(B2) & point(C1) & point(C2)
& segment_add(A1,A2,B1,B2,C1,C2))
=> (cong_less(A1,A2,C1,C2) & cong_less(B1,B2,C1,C2))))).
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fof(ax_cong_less2, axiom, (! [A,B,C,D,E,F,G,H,K,L] : ((point(A) & point(B)
& point(C) & point(D) & point(E) & point(F) & point(G)
& point(H) & point(K) & point(L) & cong_less(A,B,C,D)
& segment_add(A,B,E,F,G,H) & segment_add(C,D,E,F,K,L))
=> (cong_less(G,H,K,L))))).
fof(ax_cong_less3, axiom, (! [A,B,C,D,A1,B1] : ((point(A) & point(B)
& point(C) & point(D) & point(A1) & point(B1)
& cong_less(A,B,C,D) & cong(A,B,A1,B1))
=> (cong_less(A1,B1,C,D))))).
fof(ax_cong_less4, axiom, (! [A,B,C,D,C1,D1] : ((point(A) & point(B)
& point(C) & point(D) & point(C1) & point(D1)
& cong_less(A,B,C,D) & cong(C,D,C1,D1))
=> (cong_less(A,B,C1,D1))))).
fof(ax_cong_leq1, axiom, (! [A,B,C,D] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & cong_leq(A,B,C,D))
=> (cong(A,B,C,D) | cong_less(A,B,C,D))))).
fof(ax_cong_leq2, axiom, (! [A,B,C,D] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & cong(A,B,C,D)) => (cong_leq(A,B,C,D))))).
fof(ax_cong_leq3, axiom, (! [A,B,C,D] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & cong_less(A,B,C,D))
=> (cong_leq(A,B,C,D))))).
fof(ax_cong_angle_symmetry, axiom, (! [A,B,C,A1,B1,C1] : ((point(A) & point(B)
& point(C) & point(A1) & point(B1) & point(C1)
& cong_angle(A,B,C,A1,B1,C1))
=> (cong_angle(A1,B1,C1,A,B,C))))).
fof(ax_cong_angle_reflexivity, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B)
& point(C)) => (cong_angle(A,B,C,A,B,C))))).
fof(ax_cong_angle_transitivity, axiom, (! [A,B,C,A1,B1,C1,A2,B2,C2]
: ((point(A) & point(B) & point(C) & point(A1)
& point(B1) & point(C1) & cong_angle(A,B,C,A1,B1,C1)
& cong_angle(A,B,C,A2,B2,C2))
=> (cong_angle(A1,B1,C1,A2,B2,C2))))).
fof(ax_cong_angle_less, axiom, (! [A,B,C,D,E,F,P,Q,R] : ((point(A) & point(B)
& point(C) & point(D) & point(E) & point(F) & point(P)
& point(Q) & point(R) & angle_add(A,B,C,D,E,F,P,Q,R))
=> (cong_angle_less(A,B,C,P,Q,R)
& cong_angle_less(D,E,F,P,Q,R))))).
% METRIC INFERENCES %
fof(ax_metric1_1, axiom, (! [A,B] : ((point(A) & point(B) & cong_zero(A,B))
=> (A=B)))).
fof(ax_metric1_2, axiom, (! [A] : ((point(A)) => (cong_zero(A,A))))).
fof(ax_metric2, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C))
=> (cong_leq(A,A,B,C))))).
fof(ax_metric3, axiom, (! [A,B] : ((point(A) & point(B)) => (cong(A,B,B,A))))).
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fof(ax_metric4, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& A != B & A != C) => (cong_angle(A,B,C,C,B,A))))).
fof(ax_metric5_1, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & point(E) & point(F) & cong_angle_zero(A,B,C))
=> (cong_angle_leq(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_metric5_2, axiom, (! [A,B,C,R1,R2,R3,P1,P2,P3,Q1,Q2,Q3]
: ((point(A) & point(B) & point(C) & point(R1)
& point(R2) & point(R3) & point(P1) & point(P2)
& point(P3) & point(Q1) & point(Q2) & point(Q3)
& right_angle(R1,R2,R3) & right_angle(P1,P2,P3)
& angle_add(R1,R2,R3,P1,P2,P3,Q1,Q2,Q3))
=> (cong_angle_leq(A,B,C,Q1,Q2,Q3))))).
fof(ax_metric6, axiom, (! [A,B] :
((point(A) & point(B)) => (cong_area_zero(A,A,B))))).
fof(ax_metric7, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & point(E) & point(F) & cong_area_zero(A,B,C))
=> (cong_area_leq(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_metric8, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C))
=> (cong_area(A,B,C,C,A,B) & cong_area(A,B,C,A,C,B))))).
fof(ax_metric9, axiom, (! [A,B,C,A1,B1,C1] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(A1) & point(B1) & point(C1) & cong(A,B,A1,B1)
& cong(B,C,B1,C1) & cong(C,A,C1,A1) & cong_angle(A,B,C,A1,B1,C1)
& cong_angle(B,C,A,B1,C1,A1) & cong_angle(C,A,B,C1,A1,B1))
=> (cong_area(A,B,C,A1,B1,C1))))).
% TRANSFER INFERENCES %
% DIAGRAM-SEGMENT TRANSFER AXIOMS %
fof(ax_segment1, axiom, (! [A,B,C] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& bet(A,B,C)) => (segment_add(A,B,B,C,A,C))))).
fof(ax_segment2, axiom, (! [A,B,C,P1,P2] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& circle(P1) & circle(P2) & center(A,P1) & center(A,P2)
& onc(B,P1) & onc(C,P2) & cong(A,B,A,C)) => (P1 = P2)))).
fof(ax_segment3_1, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& circle(P) & center(A,P) & onc(B,P) & cong(A,C,A,B))
=> (onc(C,P))))).
fof(ax_segment3_2, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& circle(P) & center(A,P) & onc(B,P) & onc(C,P))
=> (cong(A,C,A,B))))).
fof(ax_segment4_1, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& circle(P) & center(A,P) & onc(B,P)
& cong_less(A,C,A,B)) => (inside(C,P))))).
fof(ax_segment4_2, axiom, (! [A,B,C,P] : ((point(A) & point(B) & point(C)




% DIAGRAM-ANGLE TRANSFER AXIOMS %
fof(ax_angle1_1, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & A != B & A != C & on(A,L) & on(B,L)
& on(C,L) & nbet(B,A,C)) => (cong_angle_zero(B,A,C))))).
fof(ax_angle1_2, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & A != B & A != C & on(A,L) & on(B,L)
& cong_angle_zero(B,A,C)) => (on(C,L) & nbet(B,A,C))))).
fof(ax_angle2_1, axiom, (! [A,B,C,D,L,M] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & line(L) & line(M) & on(A,L) & on(A,M)
& on(B,L) & on(C,M) & A != B & A != C & non(D,L)
& non(D,M) & L != M & angle_add(B,A,D,D,A,C,B,A,C))
=> (sameside(B,D,M) & sameside(C,D,L))))).
fof(ax_angle2_2, axiom, (! [A,B,C,D,L,M] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & line(L) & line(M) & on(A,L) & on(A,M)
& on(B,L) & on(C,M) & A != B & A != C & non(D,L)
& non(D,M) & L != M & sameside(B,D,M) & sameside(C,D,L))
=> (angle_add(B,A,D,D,A,C,B,A,C))))).
fof(ax_angle3_1, axiom, (! [A,B,C,D,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & line(L) & on(A,L) & on(B,L) & bet(A,C,B)
& non(D,L) & cong_angle(A,C,D,D,C,B))
=> (right_angle(A,C,D))))).
fof(ax_angle3_2, axiom, (! [A,B,C,D,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & line(L) & on(A,L) & on(B,L) & bet(A,C,B)
& non(D,L) & right_angle(A,C,D))
=> (cong_angle(A,C,D,D,C,B))))).
fof(ax_postulate4, axiom, (! [A,B,C,D,E,F] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & point(E) & point(F) & right_angle(A,B,C)
& right_angle(D,E,F)) => (cong_angle(A,B,C,D,E,F))))).
fof(ax_angle4, axiom, (! [A,B,B1,C,C1,L,M] : ((point(A) & point(B) & point(B1)
& point(C) & point(C1) & line(L) & line(M) & on(A,L)
& on(B,L) & on(B1,L) & on(A,M) & on(C,M) & on(C1,M)
& B != A & B1 != A & C != A & C1 != A & nbet(B,A,B1)
& nbet(C,A,C1)) => (cong_angle(B,A,C,B1,A,C1))))).
fof(ax_angle5, axiom, (! [A,B,C,D,L,M,N,P1,P2,P3,R1,R2,R3,R4,R5,R6,R7,R8,R9,E]
: ((point(A) & point(B) & point(C) & point(D) & line(L)
& line(M) & line(N) & point(P1) & point(P2) & point(P3)
& point(R1) & point(R2) & point(R3) & point(R4)
& point(R5) & point(R6) & point(R7) & point(R8)
& point(R9) & point(E) & on(A,L) & on(B,L) & on(B,M)
& on(C,M) & on(C,N) & on(D,N) & B != C
& sameside(A,D,N) & angle_add(A,B,C,B,C,D,P1,P2,P3)
& right_angle(R1,R2,R3) & right_angle(R4,R5,R6) \
& angle_add(R1,R2,R3,R4,R5,R6,R7,R8,R9)
& cong_angle_less(P1,P2,P3,R7,R8,R9) & on(E,L) & on(E,N))
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=> (intersects(L,N) & sameside(E,A,M))))).
% DIAGRAM-AREA TRANSFER AXIOMS %
fof(ax_area1_1, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & on(A,L) & on(B,L) & A != B
& cong_area_zero(A,B,C)) => (on(C,L))))).
fof(ax_area1_2, axiom, (! [A,B,C,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& line(L) & on(A,L) & on(B,L) & A != B & on(C,L))
=> cong_area_zero(A,B,C)))).
fof(ax_area2_1, axiom, (! [A,B,C,D,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & line(L) & on(A,L) & on(B,L) & on(C,L)
& A != B & A != C & B != C & non(D,L) & bet(A,C,B))
=> (area_add(A,C,D,D,C,B,A,D,B))))).
fof(ax_area2_2, axiom, (! [A,B,C,D,L] : ((point(A) & point(B) & point(C)
& point(D) & line(L) & on(A,L) & on(B,L) & on(C,L)
& A != B & A != C & B != C & non(D,L)
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Áèîãðàôèjà àóòîðà
Ìàãèñòàð Ñàíà Ñòîjàíîâè£ ðî¢åíà jå 1. ìàjà 1981. ãîäèíå ó Áåîãðàäó, ãäå
jå çàâðøèëà îñíîâíó øêîëó Äåñàíêà Ìàêñèìîâè£ è Ìàòåìàòè÷êó ãèìíàçèjó.
Ñòóäèjå íà ñìåðó Ðà÷óíàðñòâî è èíôîðìàòèêà íà Ìàòåìàòè÷êîì ôàêóëòåòó ó
Áåîãðàäó óïèñàëà jå 1999. ãîäèíå. Òîêîì ñòóäèjà áèëà jå äîáèòíèê ñòèïåíäèjå
êðà§åâèíå Íîðâåøêå, ñòèïåíäèjå ñêóïøòèíå ãðàäà Áåîãðàäà çà 100 íàjáî§èõ
ñòóäåíàòà, ñòèïåíäèjå Ìèíèñòàðñòâà ïðîñâåòå è ñïîðòà è ñòèïåíäèjå Ðåïóáëè÷êå
ôîíäàöèjå çà ðàçâîj íàó÷íîã è óìåòíè÷êîã ïîäìëàòêà.
Äèïëîìèðàëà jå 2005. ãîäèíå ñà ïðîñå÷íîì îöåíîì 9.72 (îä 10.00) è
óïèñàëà ìàãèñòàðñêå ñòóäèjå íà èñòîì ñìåðó. Èñòå ãîäèíå áèëà jå èçàáðàíà
ó çâà»å àñèñòåíòà ïðèïðàâíèêà íà Ìàòåìàòè÷êîì ôàêóëòåòó. Ìàãèñòàðñêè
ðàä ïîä íàçèâîì ½Àíàëèçà îñîáåíîñòè ãåîìåòðèjñêèõ êàðàêòåðèñòèêà ãëèöèíà
ó ïðîòåèíèìà îäáðàíèëà jå 2009. ãîäèíå. Èñòå ãîäèíå jå èçàáðàíà ó
çâà»å àñèñòåíòà íà Ìàòåìàòè÷êîì ôàêóëòåòó. Òîêîì äîñàäàø»åã ðàäà íà
Ìàòåìàòè÷êîì ôàêóëòåòó äðæàëà jå âåæáå èç äåâåò ïðåäìåòà, íà ðåäîâíèì
è ìàñòåð ñòóäèjàìà, è áèëà ÷ëàí êîìèñèjå îñàì ìàñòåð òåçà.
Áàâè ñå èñòðàæèâà»èìà ó îáëàñòè àóòîìàòñêîã è èíòåðàêòèâíîã äîêàçèâà»à
òåîðåìà, êîõåðåíòíå ëîãèêå è ôîðìàëèçàöèjå ãåîìåòðèjå. Ó÷åñòâîâàëà jå ó ðàäó
è îðãàíèçàöèjè âèøå ìå¢óíàðîäíèõ ðàäèîíèöà, ëåò»èõ øêîëà è êîíôåðåíöèjà.
Îájàâèëà jå ðàäîâå íà âîäå£èì ìå¢óíàðîäíèì ôîðóìèìà èç îáëàñòè àóòîìàòñêîã
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